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INTRODUÇÃO
O estudo do movimento variável com superfície livre, que cons­
titui um dos mais delicados problemas de Hidráulica Geral, teve 
início no primeiro quartel do século passado com um trabalho experi­
mental de Bidone (1824) sobre a propagação de ondas em cursos de 
água naturais. A este trabalho seguiram-se os de Russell (1837) e 
Bazin (1865) e mais tarde os de Saint-Venant (1871) e Boussinesq 
(1877). Os notáveis trabalhos dos dois últimos autores formam um 
conjunto especialmente valioso que constituiu a base dos numerosos 
estudos ulteriores sobre este problema.
No entanto, só muito posteriormente, pràticamente nos últimos 
vinte anos, foram estabelecidos métodos, em geral gráficos ou numé­
ricos, que, embora muito trabalhosos, permitiam a solução de alguns 
problemas de aplicação. Nos últimos anos vem-se assistindo ao aper­
feiçoamento dos métodos numéricos em consequência do crescente 
desenvolvimento dos calculadores mecânicos e em especial dos com­
putadores electrónicos.
Dentro do estudo do movimento variável convirá fazer uma 
primeira e necessária diferenciação entre ondas de oscilação e ondas 
de translação. Nas primeiras, em que não existe transporte de massa, 
as partículas descrevem trajectórias fechadas, regressando à posição
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inicial após a passagem da onda, pelo que as componentes horizontais 
das velocidades das diferentes partículas, que ocupam uma mesma 
secção transversal da onda, são muito diferentes entre si.
As ondas de translação, sendo como as anteriores ondas de gra­
vidade, caracterizam-se pelo facto de todas as partículas se deslo­
carem numa direcção paralela à do escoamento. Como as componentes 
horizontais das velocidades das diversas partículas que ocupam de­
terminada secção são sensivelmente iguais entre si, pode admitir-se 
uma velocidade comum e identificar o movimento a uma translação. 
São devidas a perturbações localizadas do caudal e estabelecem, mui­
tas vezes, a transição entre dois regimes permanentes de caudais di­
ferentes.
No movimento variável podem distinguir-se dois tipos de escoa­
mento: os que se fazem em regime gradualmente variável e os que se 
incluem no regime ràpidamente variável.
No regime gradualmente variável a curvatura da linha super­
ficial é reduzida, a variação da altura de água efectua-se de forma 
gradual, as componentes verticais da aceleração das partículas são 
desprezáveis e é sensível a influência do atrito sobre a propagação 
da onda.
No regime ràpidamente variável a linha superficial apresenta 
pràticamente uma descontinuidade, por ser muito rápida a variação 
das alturas de água. Verifica-se não ser possível neste caso desprezar 
o efeito da aceleração vertical sendo, pelo contrário, reduzida a in­
fluência do atrito.
Distinguem-se as ondas pelo sentido em que se propagam e pela 
variação que provocam nas alturas de água. As ondas de montante 
propagam-se de montante para jusante; as de jusante caminham em 
sentido contrário. Em qualquer dos casos a onda é positiva se origina 
elevação da superfície livre da água, negativa se, pelo contrário, pro­
voca abaixamento dessa superfície.
Estes tipos de ondas são frequentes nos canais de abastecimento 
e fuga de centrais hidroeléctricas, nos cursos de água sujeitos a ma­
rés e cheias e nos canais de navegação interiores providos de eclusas, 
e ainda nos canais principais das redes de rega quando equipados com 
comportas automáticas, quer de comando por montante, quer por 
jusante.
Neste último caso o estudo da propagação das ondas nos vários 
troços delimitados pelas comportas é necessário para tornar possível 
a exploração racional das redes de rega (*).
í*) Cf. Dumay (1957).
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O conhecimento das propriedades das ondas de translação pode 
permitir ainda variadas aplicações de interesse prático, como seja, 
por exemplo, a medição de caudais em canais de rega (**).
Nalguns casos as condições iniciais de dado escoamento são 
incompatíveis com as relações que têm de existir entre os caracteres 
do escoamento a montante e a jusante da onda de translação, pelo que 
se verifica inicialmente um movimento muito rápido e brusco após o 
qual se estabelecem as condições que irão reger o escoamento fu­
turo. É o caso, por exemplo, da abertura total e instantânea de uma 
adufa sobre um canal enxuto ou sobre água em repouso, problema que 
tem sido estudado de forma especial por ser aquele que resulta, em 
geral, da queda de uma barragem, na hipótese de ser total e instan­
tânea.
Nos três primeiros capítulos deste trabalho estuda-se o movi­
mento gradualmente variável. No primeiro estabelecem-se as respec- 
tivas equações e indicam-se os principais métodos utilizados no estudo 
deste movimento. No segundo capítulo estudam-se alguns dos pro­
cessos gráficos mais conhecidos, apresentados a partir de uma base 
comum — a teoria das características. No terceiro capítulo estudam- 
-se os processos numéricos, baseados na utilização das diferenças 
finitas, terminando por estabelecer uma variante que se aplicou a um 
exemplo concreto, utilizando no cálculo o computador electrónico 
Zebra existente no Laboratório Nacional de Engenharia Civil. No 
quarto capítulo estuda-se o problema da propagação de ondas sobre 
um leito enxuto.
O movimento ràpidamente variável é o objecto do capítulo 
quinto, que se conclui com o estudo da propagação de uma onda de 
translação sobre água em repouso, em consequência da abertura total 
e instantânea de uma adufa.
Finalmente no capítulo sexto apresentam-se alguns resultados 
do estudo experimental realizado acerca do problema da propagação 
das ondas sobre leito enxuto e sobre água em repouso.
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CAPITULO 1
REGIME GRADUALMENTE VARIÁVEL
1.1 — Equações do regime gradualmente variável
Consideremos uma corrente com superfície livre isobárica, num 
canal rectilíneo, com leito de pequeno declive.
Admitamos que as trajectórias são aproximadamente paralelas 
entre si e têm direcção bastante próxima da horizontal pelo que as 
secções transversais, isto é, as efectuadas por superfícies que cortam 
ortogonalmente aquelas linhas, se podem supor planas e verticais. 
Assim podem considerar-se nulas ou desprezáveis as componentes ver­
ticais das acelerações das várias partículas e ainda admitir-se ser hi­
drostática a variação da pressão ao longo da vertical, identificando-se 
a linha piezométrica com a linha superficial. Estas hipóteses, porém, 
limitam aos leitos de pequeno declive longitudinal a validade dos re­
sultados obtidos (*).
Para estabelecer uma das equações fundamentais do regime 
variável — a equação da continuidade — aplicamos o princípio da 
conservação da massa ao sistema material constituído por todas as 
partículas fluídas que se encontram, no instante t, entre as secções 
B(C( e DE(i (Fig. 1.1), de abcissas x e íc+da?, respectivamente.
Sendo A a área da secção BqCo, em t, e designando por p a massa 
específica do líquido, que, como é usual, se admite ser constante, a 
massa total do sistema material considerado será
1) p Adx.
(*) Cf. Mendonça (1945).
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Admitamos ainda ser constante e igual à respectiva velocidade 
média a velocidade das partículas que ocupam, em dado instante, a 
mesma secção.
Fig. 1.1 — Regime gradualmente variável. Secções longitudinal e transversal
Durante o intervalo dt, sucessivo ao instante t, as moléculas 
que estavam sobre BqCo passam para BC deslocando-se cada uma 
delas de um comprimento igual ao produto da sua velocidade v por dt.
Do mesmo modo as moléculas que se encontravam no instante i 
em DqEo passam no fim do intervalo dt para DE, sofrendo cada uma 
delas um deslocamento igual ao produto da velocidade em D E , que 
bvvale v +------da;, por dí (#).
bx
A distância entre as secções BC e DE é, assim,
x 4- d# 4- ( v + áx ) df — (x + v d£) = d# + — V dír dt. 
\ bx ) bx
A área da secção BC, no instante t 4- dt, será
ô A b A 
A +----- d t 4------- v d t.
bt b x
A massa do sistema material considerado, no instante t + d£, 
será portanto
2) P f A + —- dí + —^— v àt ) ( da: + —■- àx dí) bt bx / \ bx )
(*) Em virtude de dificuldades tipográficas fomos obrigados a usar em todo 
bo trabalho o símbolo----- para representar o operador de derivação parcial em vez
b
ò
de -----  como é usual na notação de Jacobi.
ò
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Igualando 1) e 2), simplificando e desprezando infinitésimos de 
ordem superior, tem-se
3)
b A bA----- + v------
6 t b X
bv+ A----- = 0,
b X
donde, sendo Q o caudal,
4)
— +19. = 0.
bt bx
Se agora designarmos por y a distância vertical do ponto mais 
baixo da secção de área A à superfície livre e atendermos a que 
A = A (y), com y =y (x, t), a equação 3) pode ainda escrever-se
dA by dA by bv
5) ------------- + v-------------- + A-------=0
d y bt d y b x b x
ou, por ser
6) B = dA 
d y
onde B é a largura à superfície,
7) by by bvB — + B v — + A----- = 0.
bt b x b x
As equações 3), 4) e 7) são formas diferentes da equação da 
continuidade para o regime variável.
A equação dinâmica do movimento que, com a anterior, forma o 
sistema de equações às derivadas parciais do regime variável, pode 
obter-se recorrendo à equação de Euler que, referida a um ponto 







em que F representa a força de massa, p a pressão no ponto consi- 
derado e V a velocidade desse ponto.
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Considerando ser o peso próprio a única força de massa 
actuante é
—>9) F = grad U com U = — g z,
donde, por 8),
Projectando a equação anterior sobre o eixo Ox, paralelo à ra- 





e, porque no movimento variável é





















donde, sendo y o peso específico,
11) ò
6 X Y 2g )
ou, designando por H a carga total,
1 87
9 àt
12) bH _ 1 bV
b x g bt
equação válida para um filete líquido perfeito, homogéneo e simples­
mente pesado e que traduz uma relação a que deverá satisfazer a 
energia H de uma partícula de peso unitário, num deslocamento uni­
tário.
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Para um fluido real há que considerar a perda de energia pro­
vocada pelas resistências devidas ao atrito interno pelo que, se de­




bH cr _ 1 ÒV
^ f
b x g bt
14) ô
ô X




+ S = 0.
Consideremos agora uma secção transversal de área A e decom- 
ponhamo-la em áreas elementares dA. Multipliquemos, para cada uma 
delas, a equação 14) por dQ = VdA, ou seja pelo volume do fluido 








1 bV+----- V d A-------+ 8 V dA = 0.
9 bt
Como, por hipótese, se supõe hidrostática a distribuição das pres­
sões sobre uma secção, tem-se
16) = — /,
em que I representa o declive da linha piezométrica que, em virtude 
da hipótese feita, coincide com a linha superficial.
Integrando 15) e estendendo o integral a toda a área da secçãc 
transversal considerada, vem





+ 1 / -LZ- V dA + / SFdA = 0 
gJAf>t J A
17)




V:i d A+ — —— I V2 dA + (8 — /) / V dA = 0. 
9 òt.L
Se designarmos por v a velocidade média na secção considerada, 
tem-se, por definição,
19) Q = fv&A = Av 
« A










e, substituindo estes resultados em 18), vem
—------— (ttÇv*) +— — (a'Qv) + {8 — I) Q = 0.
2 g ò x g bt
Admitindo, como é normal, que a e a' podem considerar-se cons­
tantes e ainda supondo desprezáveis as derivadas parciais de Q em 
ordem a x e t em comparação com as derivadas correspondentes de v, 
tem-se, simplificando,
a v ft v ^ «’ ô v 
g bx g bt
22) + S —1 = 0.
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Analisando a figura 1.2 poderemos escrever
23) I = S —o
y
b X
Fig. 1.2 — Esquema do escoamento
Substituindo 23) em 22) tem-se
24) .Ut +-íí-+-=- ML = g
bx g bx g bt °
que é a equação dinâmica do movimento.
Em geral os valores de « e a são bastante próximos da unidade, 




by + v 5v ^ 1 b v 
bx g bx g bt
26) p(So — S) =E
tem-se
by òv b v
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Atendendo a que Q = Av, A = A (y) e c = \J 'gy (*) sendo 
y — V (y), o sistema de equações às derivadas parciais formado por 7) 
e 27) pode escrever-se de seis formas diferentes, combinando Q e v 
com y, c ou A.
Numa corrente gradualmente variável poderemos chamar movi­
mento uniforme tangente ao movimento real, numa determinada sec­
ção e num determinado instante, ao movimento da corrente uniforme 
fictícia com a mesma secção e caudal igual ao que atravessa nesse ins­
tante a secção considerada.
É usual admitir-se, no estudo do movimento gradualmente va­
riável, que a perda de carga unitária S tem, em cada secção, valor 
idêntico à do movimento uniforme tangente.
Esta hipótese, confirmada por numerosas observações e ensaios 
experimentais de Bazin (1865), Boussinesq (1877), Reineke (1921), 
Favre (1935) e outros, permite calcular S aplicando qualquer das fór­
mulas propostas para as correntes uniformes, como sejam as de Chézy 
ou a de Gauckler-Strickler.
Usando a primeira daquelas fórmulas tem-se
v229) S =--------
C- R
em que Ré o raio médio ou hidráulico e C o coeficiente de Chézy, 
dependente da rugosidade da conduta.





sendo k o correspondente coeficiente de rugosidade.
Deduzidas as equações do regime gradualmente variável convém, 
antes de prosseguir, estabelecer mais alguns resultados que interes­
sam ao estudo deste movimento.
Consideremos então um dado valor genérico da altura de água,
(*) A velocidade relativa de propagação das pequenas intumescências, c, 
pode calcular-se por c = [/ g y, sendo f a profundidade média inicial dada por
A
28)
em que 23 é a largura de boca.
y = B
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y, e procuremos estabelecer a velocidade com que se propaga, aten­







d t = 0,
sendo d# o espaço percorrido por y no intervalo de tempo df. 
A velocidade de y, w será então





















b A , , 8 Vv----- + A------
8 a 8 a?
ôÃ
8 X




que mostra ser a velocidade de A, em dado instante e secção, superior 
à velocidade da corrente, sempre que v e A forem ambos funções cres­
centes ou decrescentes de x.




/ áx \ bt bt btwn = (----- =------------ =----------= v + A----------,
Q \ dt JQ bQ bA bA
bx bt bt
concluindo-se que é wQ>v, sempre que v e A forem ambos funções 
crescentes ou decrescentes de t.
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Também a velocidade de propagação de um valor genérico da 






1.2 — Outras formas das equações do regime variável
Para um canal rectangular o sistema formado por 7) e 27) es­
creve-se
36)
by by bv+ u + y-----
bt bx bx




Como para canais de secção rectangular a celeridade das pe 
quenas intumescências é
37) c = y/VY
tem-se
by _ 2c bc
bx g bx
e
by _ 2c bc
bt g b t




+ 2 v b c 
b x





b v b v+ V ------  + -----
b x bt
= E.
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Somando e subtraindo as equações do sistema anterior obtemos 
duas novas equações, equivalentes às anteriores,
ô v ô v + 2 (v + C) ô c(V + c) + + 2 ------ = E
A X A t A x A t
A V A v — 2 (v — c) ô c _ Ac = E,(V — c) + 2





+ 8 1 v + 2 (v + c) Ô 4- A












Estas equações mostram que as funções v + 2c e v — 2c estão
ò A / . A , a
sujeitas ao operadores (v + c)------+------- e (v — c)------+------ ,
A x ô t a# aí
donde se conclui serem aquelas funções diferenciadas ao longo de cur­
vas do plano 0xt, de equações diferenciais
40) d#----  = v ± c.
d t
1.3 — A resolução das equações do regime variável
Não se sabe, em geral, resolver em termos finitos o sistema de 
equações às derivadas parciais anteriormente estabelecido, devido não 
só à complexidade das próprias equações a integrar, mas também à di­
ficuldade de atender às condições, iniciais ou nos limites, a introduzir.
De maneira geral, as soluções apresentadas referem-se a casos 
particulares ou baseiam-se em hipóteses simplificativas que permitem 
eliminar termos considerados desprezáveis.
Procurou-se também resolver aquele sistema por linearização das 
equações, supondo que o escoamento se pode identificar com o resul­
tante da propagação de ondas de fraca amplitude sobre um regime 
uniforme prèviamente existente.
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Ainda foram concebidos alguns métodos directos, em que se re­
corre a processos de integração numérica substituindo as diferenciais 
por relações entre diferenças finitas.
Numa outra série de métodos a análise do movimento faz-se, 
gráfica ou numèricamente, com base no conhecimento das proprie­
dades das características do sistema às derivadas parciais do regime 
variável.
1.3.1 — Onda de translação uniforme
Designamos por onda de translação uniforme — uniformly Pro­
gressive wave — um caso particular do movimento variável em que a 
velocidade da onda é constante, pelo que o perfil desta mantém a sua 
forma ao longo do tempo.
Assim, a cada valor de y estão associados valores de Q e A, e 
portanto de v, que se propagam todos eles com velocidade constante e 
igual à velocidade w da onda, pelo que se tem w 1 = w() = w = w = 
= w = const.
Por 33) podemos escrever, atendendo a 6) e 28),
41)
ou
















42) W — V
y
by _ bv 
b x b x
Consideremos agora um observador que acompanha a onda, isto 
é, que se desloca com velocidade igual a w. Em relação a ele pode 
definir-se um caudal constante, Q,„ — overrun — que atravessa a 
frente de onda no sentido contrário ao do seu movimento, sendo
43) Q„ = (w — v) A.
Então 42) escreve-se
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Por sua vez, tem-se, 35),
Ô v bv
------ = —w -------
ô t s x
e, atendendo a 44),
45) ô v 
b t
W Q„ by 
Ay bx
Substituindo 44) e 45) na equação dinâmica do movimento, 25),
vem
ií-fl + = s< _ 8
bx L 9AV J




Sendo usual, como referimos, admitir-se que se podem aplicar 
as fórmulas do movimento uniforme para atender à perda de carga, 
poderemos escrever, sendo K dependente da rugosidade e da altura 
de água,
48)
Q2 A2 v2 (Aw — Q,,)2 
~K2 K* K2
se atendermos a que se tem 43),
Q = Av = Aw — Q„.
Atendendo a 48), a equação 47) escreve-se
49)
S, _ f_wA-g°V




equação do perfil da onda, que pode ser integrada para canais rectan- 
gulares larguíssimos.
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Diferenciando 43) vem
50)
d Q 1 d Q
dA B dy
que mostra que o diagrama de vazão correspondente a este escoamento 
é uma recta de coeficiente angular w, tendo Q„ por ordenada na origem 
(Fig. 1.3).
Fig. 1.3 — Onda de translação uniforme. Diagrama 
Q = Q (A)
Da figura resulta imediatamente ser v =------= tga e w = tgí).
A
Como, para as secções usuais, a velocidade é função crescente da área,
será, 50), w > o e portanto 0<—^—. Assim, d>a->alf como
2
mostra a figura, donde w > v2 > vu o que prova que, em geral, a 
velocidade da onda excede a velocidade média em dada secção.
A onda de translação uniforme que estabelece a transição entre 
dois regimes uniformes, recebe na bibliografia em língua inglesa a 
designação de monoclinal rising wave.
Neste caso, sendo yu Ql e vv e y2, Q, e v2 as profundidades, 
caudais e velocidades dos dois regimes uniformes tem-se, integran­
do 50),
Q i — Qi51) w
Ai — A,
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e como se pode escrever, por 43),
Q0 = A1w — Q1 = A..W — Q■>
tem-se
52) Ç.
A2 Q1   Ay Qo
Ay — A,
1.3.2 — Solução de Saint-Venant
Uma primeira tentativa de solução do sistema de equações do 
regime variável deve-se a Saint-Venant (1871), que partiu das seguin­
tes hipóteses simplificativas:
1 — ser nula ou desprezável a diferença S0 — S. Esta condição,
que se verificaria exactamente no escoamento de um líquido 
perfeito em canal horizontal, pode admitir-se quando os ca­
racteres do escoamento (velocidade, raio médio, etc.) não se 
afastam sensivelmente dos que correspondem a um movi­
mento uniforme;
2 — ser possível assimilar o canal em que se realiza o escoa­
mento a um canal cilíndrico, de secção rectangular;
3 — ser v função exclusiva de y e apenas função de x e t por
intermédio daquela variável, donde
v _ dv b y
bt dy bt
e
b v du by
bx dy bx
Esta última hipótese, sem dúvida a mais discutível, é apenas de 
aceitar na medida em que os resultados experimentais a confirmaram.


















53) w = v + g ——— .u y dv
A equação da continuidade 3) escreve-se, atendendo às hipóteses 
segunda e terceira,
b y by dv b y-2— + v ---- - — + y- - - - - - - - - - - - - - - - - y— = 0





(v + y dv
d y
by òy





= v + y dv
d y
b X
Igualando 53) e 55) tem-se
dv = V-f-
d y y y
e, primitivando,
56) v = ± 2 Z~gy + const. .
Da equação 54) vem
by by
w ----- — + --- - - — = 0,
b X bt
equação cujo integral geral é da forma
57) y = f (x — w t)
em que / é uma função arbitrária dependente das condições nos limites
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e que, em geral, é difícil de encontrar, pelo que só em casos particula­
res (*) o problema se pode resolver por este processo.
A este mesmo resultado, obtido pela primeira vez por Saint-Venant 
(1871), chegou Boussinesç (1877) por diferente via.
1.3.3 — Simplificação do sistema por eliminação de termos que se con­
sideram desprezáveis
A necessidade de resolver alguns problemas de escoamentos em 
regime variável que mais frequentemente se apresentam, como seja o 
da propagação de ondas de cheia, conduziu a alguns processos de 
cálculo baseados na hipótese de ser desprezável a influência de algum 
ou alguns dos termos que figuram na equação dinâmica estabelecida 
para o regime variável.
No caso da propagação de ondas de cheia, o problema a resolver 
pode esquematicamente enunciar-se da forma seguinte: conhecida para 
uma cheia a curva de vazão relativa a determinada secção, pretende-se 
estabelecer o diagrama correspondente para outra secção a jusante 
da primeira.
Suponhamos então ser possível desprezar os termos em —
ô t 
8 ve --------  da equação 25), que assim se escreve
8 x
8 x
Consideremos ainda serem muito graduais as variações de nível, 
8 ypelo que-------- , sendo diferente de zero, toma valores que se podem
8 X
desprezar em face de S„. Tem-se, então,
58) S„ = S = ——,
C*R
utilizando a fórmula de Chézy para avaliar a perda de carga.
De 58) vem
59) v = C V RSo e Q = CA y/~RS^ 
que são as equações do movimento uniforme.
(*) Como seja o caso adiante referido (Cap. 4) da propagação sobre leito 
enxuto.
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Sendo assim, podemos admitir que durante a passagem da onda 
de cheia se verificam, em todas as secções, as mesmas relações entre 
caudais e áreas (ou alturas de água) que ocorrem quando a super­
fície livre é paralela à linha de fundo.
Pode, portanto, estabelecer-se uma relação entre o caudal e a 





















equações que mostram serem iguais as velocidades com que se pro­
pagam os valores de Q, y, A e v que se encontram associados em dada 
secção e em determinado instante. Esta velocidade, porém, não é cons­
tante, dependendo dos valores de x e t, contràriamente ao que acon­
tece na onda de translação uniforme (1.3.1).
Vejamos agora como é possível estudar o movimento partindo 
do conhecimento das propriedades que acabámos de estabelecer. Supo­
nhamos conhecido o perfil longitudinal, y (a?), em dado instante tu e 
procuremos determinar a linha superficial no instante t2, utilizando 
a escala de caudais, representada na Fig. 1.4 pela linha OM.
Fig;. 1.4 — Diagrama Q — Q (A)
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Na secção em que no instante ti o caudal é Q, e a área Ai
Qi
(ponto P da Fig. 1.4) a velocidade média =----- é medida pela tan-
Av
gente do ângulo que OP forma com o eixo das abcissas, e a velo-
dQ ,
cidade com que se propagam Qx e Alf dada por----- e medida pela
d A
tangente do ângulo Oj formado pela tangente à curva em P com o 
eixo das abcissas.
No instante t2 a secção em que o caudal é Ç, e a área é Au dis­
tará da primeira
61) wn (t2 — ti) = w — = tgo (U — fj),
Vl Ai
o que permite concluir ser possível obter o perfil superficial em dado 
instante, f2, avançando todos os pontos do perfil do valor correspon- 
d Qdente a ------ (t2 — fi).
d A
Esta construção evidencia algumas características do movimen­
to, que passamos a referir:
— Duas secções em que seja igual o valor da altura de água (ou 
de A) deslocam-se com igual velocidade pelo que a distância 
entre elas se mantém invariável.
— Para as secções mais usuais (* ) os pontos mais altos do perfil 
avançam mais rapidamente que os mais baixos, pelo que a 
onda se deforma progressivamente, acentuando-se a frente e 
alongando-se a cauda.
— A progressiva deformação que a onda sofre no seu movi­
mento não modifica os valores de Q e A, isto é, a onda não 
amortece.
du
(*) Para estas secções v e -----  são funções crescentes de A, pelo que
dA
d Q du
----- = v + A------  será também função crescente de A. Dados dois valores A, e
dA dA
A, sendo A.. > A, tem-se portanto,
w = A2
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equação que pode servir para determinar a razão entre a velocidade 
da intumescência, w, e a velocidade média em dada secção, v, sempre 
admitindo a hipótese feita de que as relações entre caudais e áreas são 
as mesmas que ocorrem em regime permanente e uniforme.
Então, recorrendo à fórmula de Gauckler-Strickler, vem
63) v = kR 3 S0 ou Q = kAR S0
e, supondo tratar-se de um canal rectangular muito largo em que 








64) w = v 2 1,67 v
Efectuando o mesmo cálculo usando a fórmula de Chézy vem 
w = 1,50 v.
wPara canais de secção triangular a razão toma os valores
1,33 ou 1,25 conforme se utilizam as fórmulas de Gauckler-Strickler 
ou de Chézy, respectivamente. Estes valores elevam-se a 1,44 e 1,33 
para canais de secção parabólica larga.
O princípio deste método de cálculo, apresentado e desenvolvido 
por Kleitz (1877), foi estabelecido experimentalmente por Seddon 
(1889) estudando a propagação de cheias nos rios Missouri e Mississipi.
Vejamos agora em que condições se podem desprezar os termos 
1 òu v bv ^
----------,----------- e -------  da equaçao 25). Os dois primeiros poderão
g bt g bx bx
ser desprezados, segundo de Marchi (1948), nos rios de certa impor­
tância, em que o declive é, em geral, bastante inferior a 10 00/oo, quando 
forem inferiores a IO'5, isto é, sempre que seja, para o primeiro,
65)
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Se em 65) fizermos M = 3600 s, vem Av < 3,5m/s, o que mostra 
que será possível não atender ao primeiro dos termos indicados sempre 
que, em todas as secções de dado troço do canal, a variação horária 
da velocidade não exceder aquele valor.
Fazendo Aar = 10 OOOm em 66) vem, se forem e v2 as veloci­
dades nas secções extremas de um troço de canal com este compri­
mento,
i v22 — vr | < 1,96
ou
V^i2 —1,96 <v2< y/Vi2 + 1,96 ,
relação que, a verificar-se ao longo do intervalo de tempo considerado,




e assim se poder concluir se é ou não pos­
sível desprezar este termo em face de Sn, pode recorrer-se a uma série 
de leituras das profundidades de água realizadas, num mesmo ins­
tante, em secções sucessivas e não muito distanciadas ao longo do 
curso de água. Pode ainda recorrer-se ao diagrama y(t) estabelecido 
durante a cheia para determinada secção pois, supondo constante a 
largura à superfície dentro do campo de variação de y, vem, de 32),
67)
by _ 1 by
bX W A bt
A
em que wA representa a celeridade de A que pode, em primeira apro­
ximação, deduzir-se da curva de vazão.
Também segundo de Marchi (1948) será possível desprezar-se 







relação que, em geral, só se verifica para ondas muito lentas em canais 
de declive pouco acentuado e em troços em que as variações de y 
sejam muito graduais.
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Se apenas for possível não atender aos termos em------ e
bt








aplicável a fórmula de Chézy, 
, vem
isto é, fazendo
Q = CA v RS =
ou ainda, em primeira aproximação,
69) Q Q. 12S~
o
designando por o caudal correspondente ao movimento uniforme 
com igual profundidade.
Mas, por 67), tem-se, supondo constante a largura à superfície 




e substituindo este valor em 69) vem
1 by70) Q — Q. / i +
2 w .SA o bt
equação que se pode usar para calcular o valor do caudal em determi­
nada secção, tomando o valor de da curva característica ou de 
vazão da secção considerada.
1.3.4 — Linearização das equações gerais do regime variável
Os primeiros trabalhos realizados no sentido de linearizar o 
sistema devem-se a Puppini (1933), embora já anteriormente Von Mises 
(1914) tivesse sugerido este caminho. Desenvolvimentos posteriores 
devem-se, entre outros, a Bonvicini (1934), Ramponi (1940) e Daiil 
(1955).
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Como já referimos, todos estes autores estudaram o problema 
do regime variável supondo que os caracteres da corrente não se 
afastavam sensivelmente dos correspondentes a um determinado re­
gime uniforme, isto é, assimilaram o movimento ao da propagação de 
pequenas intumescências sobre um regime uniforme prèviamente 
existente.
Sendo v0 e y0 a profundidade e a altura de água do regime
o o
uniforme, podemos escrever
f v = v0 + v,
71) {
{ y = y0 + y,
... bv, àVj by, by,considerando y„ v„----- , ------ ,-------e------- suficientemente peque-
bX bt bx bt
nos para que seja possível desprezar os seus produtos.
Desta forma a equação 25) escreve-se
72) by, Va ÔVi 1 bv,
bx g bx y bt
ou, utilizando a fórmula de Chézy,
73) by i + Vo bv, ^ byl 
bx g bx g bt
Vo2 + 2v0 
C2R C2R
Vi =S0
Fazendo agora R =R0 + r, sendo R0 o raio médio do movimento 













2v0 Vi ^ 2v0 Vi 
-------- --------C2R C2R0
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tyi Vo ÒVi + J_ bVl + 2v,





No caso de usarmos a fórmula de Gauckler-Strickler será

















Substituindo estes valores em 73) vem, simplificando,
ô2/x + Vo bv i 1 bVi + 2V0 4V02
bx g bx g bt C2R0







r na equação 75)
ou
Vo2 r em 74) que julgou desprezável em face de
2u0 Vi
C2R„
Deve-se a Bonvicini (1934) a introdução desta correcção.
Para canais de secção rectangular muito larga (R = y, Ro = Vo 
e r = j/i) a equação 75) toma a forma
76)
ty. . Vo bv x 1 ÔVi 2v0 
-----  -f- — ------  -+■ — ------  ~r ------Vi
Vo2
bx 9 bt C2y o C2y o2
y. = o.
bx
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As equações 76) e 77) formam o sistema do regime variável para 
movimentos deste tipo.
Derivando 76) em ordem a x, tem-se
78) 023/1 + Vo b*Vl + _L ô2vx
+





C2y0 bx 3 C2y 02 bx





b2v. Vo S23/i 1 b2yi
bx2 yo bx2 yo btbx
b2Vi Vo vyi 1 vyi
bxbt y 0 bxbt yo bt2
Supondo que as derivadas rectangulares são contínuas e substi-
b2v , dados por 77),, , ftvi b-Vituindo os valores de------,------  e -------
bx bx2 bxbt






-1) b2Vl + 2vo_ &2yi + s22/i
bx2 gy0 bxbt gyt, bt2
= 0
+
tyi + 2v0 by1
3 C2y02









b2y, 2vo_ Vyi 1 ô23/x
bX2 gy0 bxbt gyt, bt2
+
108o ty 1 28o by 1   q
3y 0 bx y,» bt
Caso o movimento seja tão próximo do uniforme que se possa 
considerar S = Sot a equação 25) escreve-se
83) by 1 + Vo ?>Vi + i_ m?! _ Q
bx g bx g bt
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Eliminando entre 83) e 77), o que obriga a supor o canal 
rectangular, vem, seguindo caminho semelhante ao anterior,
em que Fe / são funções arbitrárias, que deverão estabelecer-se, para 
cada caso, em função das correspondentes condições iniciais ou nos 
limites.
Ainda nesta linha de acção devemos referir os trabalhos efectua- 
dos por Lorentz (1926) e seus continuadores, como Mazure, Airy, 
Dronkers e Schonfeld, em que o termo relativo à resistência quadrática 
da equação 25) é substituído por um termo linear tal que lhe corres­
ponde uma perda de carga fictícia igual ou muito aproximada da 
perda de carga real.
De qualquer forma, a linearização torna possível aplicar a este 
caso os conhecimentos mais vastos existentes sobre sistemas de equa­
ções lineares às derivadas parciais.
Assim, por exemplo, uma vez conhecidas algumas soluções parti­
culares, podem construir-se outras mais gerais por combinação linear 
das anteriores, propriedade destes sistemas que é extensível a séries de 
soluções particulares com coeficientes indeterminados.
1.3.5 — A integração com base nas 'propriedades das características
O sistema formado pelas equações da continuidade e dinâmica 
do regime variável define as funções v (ou Ç) e y (ou c ou A) das 
variáveis x e t. Estas funções representam em relação a 0xt duas 
superfícies associadas (Fig. 1.5).
Trata-se de um sistema de equações às derivadas parciais de 
primeira ordem para o qual se pode pôr o problema de Cauchy, ou 
seja, determinar as funções v e y que satisfaçam ao sistema dado, 
conhecendo os valores de v e y ao longo de uma linha r do plano 0xt,
84)
equação que admite como integral geral
85) 3/i —F (x — wt) + / (a; + wt)
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o que geomètricamente equivale a conhecer duas curvas regulares 
associadas (com idêntica projecção sobre 0xt) cada uma delas sobre 
uma das superfícies v = v (x, t) e y = y (x, t).
v
Fig. 1.5 — Superfícies v(x,t) e y(x,t)
Suponhamos então que as equações paramétricas de x são
86) x = x (à)
t = t (/.)
e façamos
V (X) = v [x (/-), t (/.)] 
e
Y (X) = y [x (X), t (X)].
Tem-se, ao longo de t,
bvdV
bOC
bvdrr +----- d t
bt
X = X (x) 
t = t (x)
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e
d Y= r_^-dz + -^-df 1
bX bt
x = x (/.) 
t = t (/.).
Como por hipótese são dadas as funções V(à) e Y('/.), dV e dy 
são conhecidos.
Escrevamos o sistema formado pelas equações 7) e 27) e pelas 














d* ^ + dt - by a-----= dy
bx bt
= E
relações válidas para qualquer valor de x e de t, e portanto válidas 
sobre a curva t. Sobre esta curva conhecem-se, como vimos, os coefi­
cientes das derivadas parciais e os valores de dv = dV e de dy = dy. 








1 9 o 
dt o o 
o dx dt
— 2 vB d#
dt
+ v2B — gA
Logo, se ao longo de t, for A(X) =j=o, o sistema 87) será possível 
e determinado, podendo portanto calcular-se os valores das derivadas
fiv òv by by
parciais ----- , ------ , ------  e ------ para todos os pontos de x.
bx bt bx bt
Para calcular as derivadas de segunda ordem de u e de y, ao 
longo de x, derivemos em ordem a x as equações 7) e 27) e em ordem
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aa:eaías fórmulas das diferenciais totais de v e y, obtendo-se desta 


































bv by d B í by \ 2 - 1 dB by bybX bx dy 1\ x ) dy bX bt
( bv
V i iE bv bE bybx ) bv bx by bx
Sobre a linha t conhecem-se agora os valores de v e de y, e ainda 
os valores das derivadas de primeira ordem de v e de y em ordem a 
x e a t, pelo que se podem calcular, para os pontos de t, os valores de
bv bv by by
Gi e Ga e ainda as diferenciais de ----- , ------ , ------  e ——.ÒX bt bX bt
Verifica-se ainda que, sempre em relação aos pontos de t, o de­
terminante do sistema 89), que designamos por \ (/.) satisfaz à relação
A, (X) = — dt2 A (/.),
que permite afirmar ser possível calcular os valores das segundas 
derivadas nos mesmos pontos em que é possível o cálculo das primeiras. 
Procedendo do mesmo modo podem calcular-se as derivadas de
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terceira ordem e superiores, verificando-se que os determinantes dos 
sucessivos sistemas se anulam sempre com A (X).
Portanto, se A (>,) for diferente de zero para todos os pontos 
de uma linha nas condições de x podemos calcular, para estes pontos, 
os valores das derivadas de vária ordem de v e y. Assim, é possível 
construir os desenvolvimentos em série das funções v e y, em dada 
vizinhança de um ponto qualquer de t obtendo-se funções analí­
ticas nessa região, soluções do sistema dado. Toma-se evidentemente 
necessário estudar o campo de convergência da série, para definir a 
região em que a solução é válida.
Conclui-se que o problema admite uma solução que é única, se 
ao longo da curva t for A (X) =f= 0.
Porém sempre que for, para todos os pontos de t, a (/.) = 0, o 
sistema 87) será ou impossível ou possível mas indeterminado. Para 
que se verifique a segunda hipótese terá de ser nulo o determinante
A’
isto é, deve ser,
A 0 vB 0
V 1 g E
da; df 0 du
0 0 da; d y
90)
da; / ^ dv vB d y
d t ' d t A d t
B \ d y----v2 \——A J dt 0.
Portanto os valores das derivadas de primeira ordem de v e de y 
serão indeterminados sempre que for A = A’ = 0, ou seja, sempre que, 
além de 90), se verifique a relação
díj/ ' ^ díic91) A = B\----- ) —2vB-------+ Bv2 — gA = 0.
\ df / df
A equação característica 91) define o lugar geométrico dos 
pontos do plano 0xt para os quais são indeterminadas as derivadas de 
v e de y, ou seja para os quais se verificam descontinuidades nas fun­
ções v(x,t) e y(x,t). As linhas que formam aquele lugar geométrico 
são assim as trajectórias no diagrama espaço-tempo das descontinui­
dades das funções v e y e recebem a designação de características do 
sistema de equações às derivadas parciais.
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obtem-se as equações diferen-
92)
d#
---- — vd t
± ± c.
Sendo ----- = w a velocidade de propagação das descontinuida-
d t
des, a equação 92) mostra que c = -\/ gy ê a celeridade das intumes­
cências.
Poderemos agora referir que a condição de ser A (x) =f^ 0, ao 
longo de t, obriga x a não ser tangente a nenhuma das características.
Portanto sobre as características, lugar geométrico das suces­
sivas posições das descontinuidades, deverão verificar-se as equações 
90) e 91).
dá?
Substituindo em 90) o valor de -----  dado por 92) e simplifi-
d t
cando, tem-se 
93) dv ± d y = Edt,
isto é, ao longo das características, os valores de v e y verificam as 
equações 93).
Em geral, as relações entre v e y não são independentes de x e t, 
como mostra 93), o que não acontece, porém, se fôr E = 0. Nesta 
hipótese aquela equação escreve-se
94)
dv / B (*)
sendo o segundo membro da equação função exclusiva de y.
Neste último caso é possível fazer-se corresponder a cada carac- 
terística em 0xt uma linha em 0vy que satisfaça a 94). Alguns autores 
designam estas linhas por características em 0vy, enquanto outros lhes
(*) Neste caso pode ser possível integrar a equação, como acontece na 
hipótese do canal ter secção rectangular em que sendo A - by e B = b, se tem
donde
V = + 2 \/ gy const.
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chamam projecções das características nesse plano. Os autores holan­
deses para distinguir entre as linhas de equações 92) em 0xt e 93) em 
0vy, designam as primeiras por subcaracterísticas e as segundas por 
contrasubcaracterísticas. Esta última designação mantém-se para as 
curvas dos planos Ove, 0vA, 0Qy, 0Qc ou 0QA correspondentes às 
curvas de equações 92) em 0xt.
Resumindo, poderemos dizer que para um observador que acom­
panhe a propagação de uma descontinuidade no sentido da corrente, 
ou seja, que caminhe com velocidade igual a w = v + c, a velocidade v 
da corrente e o correspondente valor da altura de água, y, são tais que
satisfazem sempre à relação du M g dy = Edt.
’ A
Do mesmo modo para um observador que caminhe em sentido 
contrário ao da corrente, isto é, que se desloque com velocidade igual
a v — c é sempre dv —t / g —— dy — Edt.
V A
As equações equivalentes às 93) escrevem-se,
95) ± v L dA = Edt — du (variáveis v e A)
96) ±
' gB
----- dc = Edt — dv (variáveis v e c)
A
97) (* \/9AB QB \--------- dy = AEdt — dÇ (variáveis Q e y)
A )
98) (* ----- ?— J dA = AEdt — dQ (variáveis Q e A)
99)
1 wgAB---- j = AEdt — dÇ (variáveis Q e





Embora sabendo que E, mesmo para um canal de declive cons­
tante, varia com S, vamos supor que aquele valor se mantém constante 
num troço suficientemente curto do canal considerado.
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Admitindo esta hipótese e primitivando 93) tem-se
101)
e, fazendo
v ± j dy = Et + const.:
102)
j'\/^-dy = Fíy),
103) v ± F (y) = E t + const.
ou
104) A [v ± F (y) ] = EM.
Procedendo da mesma forma em relação às equações 95) e 96),
tem-se
/» ,
105) A [v±F1 (A)] = EM, com F, = j
e
106) A [v ± F2 (c) ] = EM, com F-, = JC-fv/í
y
Adiante veremos como é possível resolver com base nestes resul­
tados o problema do regime variável em canais, por processos gráficos 
ou analíticos (de diferenças finitas).
Antes, porém, e para facilitar a apresentação destes processos, 
convém referir algumas das principais propriedades das característi- 
cas dos sistemas hiperbólicos (* (**)).
As duas famílias de características a que correspondem as equa­
ções diferenciais 92) formam um sistema regular de coordenadas curvi- 
líneas no plano 0xt, pois, por cada ponto P do domínio, passa uma, e 
só uma, curva de cada família.
Prova-se (*#) que os valores de v e y em dada secção e em dado 
instante, isto é, no ponto P (x, t) do diagrama-horário, ou seja, do 
plano 0xt, pertencente ao domínio da existência da solução, são univo­
camente determinados pelos valores iniciais de v e y ao longo do seg­
mento AB do eixo dos xx, segmento definido pelos pontos de inter- 
secção com este eixo das características 2 e a de família diferente 
que se cruzam em P (Fig. 1.6).
(*) Consoante a equação característica 91) tem duas, uma ou nenhuma 
raiz real assim se classificam os sistemas em hiperbólicos, parabólicos ou elípticos.
(**) A demonstração desta propriedade e das que seguem pode ver-se em 
Courant e Friedriciis (1948) ou Stokkr (1957).
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Designa-se por zona de influência de dado ponto D a região do 
plano 0xt (a tracejado na Fig. 1.6) em que os valores de v e y dependem 
dos valores tomados em D, região que é limitada, portanto, pelas duas 
características 3 e c que passam por este ponto.
Em dadas regiões do domínio é necessário recorrer às condições 
iniciais ou nos limites para determinar univocamente as soluções.
Sejam PG e PE (Fig. 1.7) as duas características de família dife­
rente que se intersectam em P e sejam GF e EF as duas características 
de família diferente que se intersectam em F. Se os valores de v e y 
forem conhecidos em P e se, ao longo de PG e PE, v e y forem funções 
continuamente deriváveis, prova-se que se pode definir univocamente 
uma solução para os pontos interiores a PGFE.
Fig. 1.7 — Esquema para definição de algumas 
propriedades das características
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Da mesma forma (Fig. 1.8), se for PA uma curva contínua, não 
pertencente a nenhuma das famílias de características, pode obter-se 
uma solução univocamente determinada no domínio PEFA, sendo AF 
e EF características, se v e y forem, ao longo de PE e PA, continua- 
mente deriváveis e se conhecermos os valores de v e de y em P.
Recorrendo à equação 92) podemos verificar que, se num canal 
cilíndrico, em que A = A (y), forem constantes os valores de v e y, as 
características serão formadas por duas famílias de rectas paralelas.
Porém, se v e y, forem constantes ao longo de cada uma das 
características mas variarem de característica para característica da 
mesma família, esta será formada por rectas não paralelas.
o
Fig. 1.8 — Esquema para definição de 
algumas propriedades das características
As características da outra família têm igual declive em todos 
os pontos em que intersectam uma mesma característica daquela pri­
meira família, pelo que serão necessàriamente curvas.
O estado de movimento caracterizado por lhe corresponder uma 
família de características rectas e em que a outra é formada por 
curvas, recebe a designação de onda simples — simple wave —. Prova- 
-se que são necessàriamente deste tipo as regiões adjacentes às regiões 
de movimento uniforme.
i
a)região de movimento i b) onda simples
uniforme
Fig. 1.9 — Uma zona de movimento uniforme (as caracterís­
ticas formam duas famílias de rectas paralelas) a que se 
segue uma onda simples (uma das famílias de características 




2.1 — Método de Bergeron
Sendo difícil encontrar uma solução puramente analítica dos 
problemas do regime variável, mesmo recorrendo a sujeições restri­
tivas, e antes do desenvolvimento das máquinas calculadoras tomar 
possível o recurso aos processos de integração por diferenças finitas, 
todos aqueles que se interessavam pelas aplicações práticas, voltaram 
a sua atenção para os processos gráficos baseados, em geral, na teoria 
das características.
Um dos primeiros métodos aplicados ao estudo do movimento 
variável em canais deve-se a Bergeron (1937) que generalizou um mé­
todo empregado pela primeira vez por Loewi (1928) e mais tarde por 
Schnyder (1932) no estudo do golpe de aríete em condutas forçadas.
Esta generalização, tal como foi feita por Bergeron (1937), 
baseou-se nas hipóteses seguintes:
1 — A velocidade média da corrente no canal deverá ser pe­
quena relativamente à celeridade da intumescência;
2 — A sobreelevação do nível (altura da intumescência) deverá
ser pequena em comparação com a altura de água inicial.
Estas reservas não são contudo fortemente restritivas, pois, como 
nota Levin (1942), não só a celeridade de propagação das ondas é, em 
geral, muito superior à velocidade média do escoamento, como também 
se prova, pela experiência, que os resultados deste método são pràti-
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camente válidos, mesmo quando a altura da onda atinge 1/5 da pro­
fundidade da corrente sobre a qual se propaga.
Na apresentação do método de Bergeron (1937), como na das 
sucessivas variantes posteriormente concebidas, seguiremos caminho 
diferente daquele que levou ao seu estabelecimento usando os resul­
tados obtidos no capítulo anterior.
Supondo o canal cilíndrico, de secção rectangular de largura b 
e não considerando a influência da perda de carga e do declive da 
rasante (*), isto é, fazendo E = 0, as equações das características, no 
caso de serem Q e y as variáveis dependentes, escrevem-se, por 1.92) 
e 1.97)
dcc /----D ------= V ± Vgy
d t
e
2) b (+ \/gy + v) dy = dQ.
De acordo com a primeira hipótese de Bergeron (1937), despre­
zando v em face da celeridade c = \/gy, as equações anteriores tomam 
a forma
3) = ± fgy] 
d t
e
4) + b /gy iy = dQ.
A segunda hipótese de Bergeron (1937) permite supor c cons­
tante e igual a \J gy0, por ser pequena a altura da onda em relação à 
altura de água inicial y0, e portanto
_ d# - ----5) —— - ± / gy„
d t
e
6) + b gy„ dy = dQ.
(*) Mais adiante veremos como é usual neste tipo de métodos atender-se 
à influência de qualquer destes factores.
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Integrando estas equações ao longo das características, entre Po 
(xo, £ ), ponto para o qual o estado de movimento é definido por yo 
e Qo, e P (x, t), ponto genérico para o qual o estado de movimento 
será definido por y e Q, vem, fazendo A = byu,
7) x — x = + c (t — t )
o o
e
8) y — í/o — +----- (Q — Qo)}
0 gA 0
equações estabelecidas por Bergeron (1937) no seu trabalho original.
Vejamos agora como este método, adaptação gráfica do método 
das características, permite resolver o problema do regime variável 
que, em termos gerais, se pode enunciar da forma seguinte:
Calcular o estado de movimento ao longo do canal e ao longo 
do tempo, isto é, determinar as funções Q (x, t) e y (x, t) a partir das 
condições iniciais e nos limites, ou seja, conhecendo
9) Qq = Q (x,tQ) 
e
10) yQ = y (x,to) 
e ainda as funções
para x{, < x < xu (condições iniciais)
11) *v0(Q,y,t) =0
e
para x = xo
(condições nos limites)
12) cpx (Q, y, t) = 0 para x = xL.
No plano 0xt as características, 7), formam duas famílias de 
rectas paralelas (Fig. 2.1) de coeficientes angulares iguais a
13) ± — 
c
portanto simétricas em relação aos eixos.
Ainda as equações 7) e 8) mostram que sobre as rectas de uma 
daquelas famílias, por exemplo, sobre as rectas de coeficiente angular 
1----- , se tem
14) y + — Q
gA
= r = const.
c
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Q = s = const..
Consideremos a figura 2.1 e sejam F e G dois pontos do eixo 
t = tn, contidos no segmento IK. Os valores de Q e y em F e G 
(Qf, yF, Qq, yQ) são conhecidos por serem condições iniciais [9) e
10)].
(Xi, ts — 11)
Fig. 2.1 — Método de Bergeron. Plano 0xt
Tracemos as características de família diferente que passam 
por F e G e que se intersectam em R (íkr, íR> f ), para o que basta
conduzir por F uma recta de coeficiente angular —— e por G outra
c
de coeficiente angular---------- .
c
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donde resulta, tomando -----------  como unidade de tempo, ser possí-
2 c
vel dizer-se que dois observadores que partam no instante t — 1 de 
F e G dirigindo-se um para o outro, se encontram no instante t no 
ponto médio de FG.
Em particular, considerando num canal n troços iguais, definidos 
pelos pontos A,„ A„ A2, ..., A,„ tem-se que um observador partindo 
de A0 em direcção a A, no instante t — 1 encontra um outro que, no 
mesmo instante, parta de A2 em sentido contrário, no ponto Aj e no
tá _____
instante t, se tomarmos como unidade de tempo----- (com tá = A„ Au
c
A,A2, ...).
Definido R pelas suas coordenadas (zR, tR), dadas por 16) e 17), 
vejamos como calcular o estado de movimento nesse ponto, isto é, os 
valores de QR e yR.
Ao longo da característica que passa por F e R é constante o
Qvalor de y + —— Q e, por conhecermos yFe QF, tem-se, por 14),
9A
18) y + -jzQ = yv+-ÍÃ(i*=r*
Da mesma forma, ao longo de GR, y e Q terão de satisfazer a 
condição 15), donde
19) y-----gÃQ = y*-----~Q9A g = V
O estado de movimento em R, ponto de cruzamento daquelas 
características, obtém-se resolvendo gràficamente o sistema formado 
pelas equações 18) e 19). Para isso, basta marcar os pontos F, (Qp, y¥) 
e G, (Qq, yc) num referencial 0Qy e por eles traçar rectas de coefi-
c ccientes angulares--------- e ------- , respectivamente. As coordenadas
gA gA
do ponto de intersecção destas rectas serão QR e yR(Fig. 2.2).
Deste modo, é possível, recorrendo às condições iniciais, calcular 
Q e y em todos os pontos do domínio IJK, zona de influência dos 
pontos do segmento IK (Fig. 2.1).
Fora deste domínio será necessário atender às condições nos
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limites. Para exemplificar como se procede neste caso vejamos como 
determinar o estado de movimento num ponto S (a?g = xlf tQ) sobre 
a recta x = x^ Traçando por S uma recta de coeficiente angular igual
Fig. 2.2 — Método de Bergeron. Plano 0Qy
a —— define-se o ponto L (xL, tj (*) para o qual se conhece Q,
e yx (condições iniciais) (Fig. 2.1).
Então, ao longo da característica que passa por L e S é
2°) 3/ + ^-Ç = 2/L + _^ÇL=rL
Por outro lado, sobre o eixo x = xlt y e Q deverão satisfazer a 
12) Ti (y, Q, t) = 0.
O estado de movimento em S obtem-se resolvendo o sistema for­
mado pelas equações 12) e 20).
Representando em 0Qy o ponto Lj (QL, 3/r), tracemos uma recta
cde coeficiente angular igual a----- passando por este ponto e deter-
gA
X, —X
(*) Por ser ------------ = c vem x = X, — C (t — t ) L S o't —t
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minemos a sua intersecção Si com a linha <px (y, Q, íg). As coordena­
das de Sx (Q0, ya) definem o estado de movimento em S, correspon-
s s
dendo esta construção à solução gráfica daquele sistema de equações 
(Fig. 2.3).
Fig. 2.3 — Método de Bergeron. 
Condições nos limites
O estado de movimento em qualquer ponto da recta x = x0 pode 
calcular-se de modo análogo ao descrito para os pontos do eixo x = xx 
desde que se considerem as características da outra família e as condi­
ções nos limites correspondentes àquele eixo, (11).
As características que partem dos pontos do segmento IK e as 
suas sucessivas reflexões nos eixos x = x„ e x = xx permitem estender 
a solução a toda a região do plano 0xt limitada pelo segmento IK e 
pelos eixos x = xQ e x = x^
Ãs rectas de 0Qy que satisfazem a 8) deu Bergeron (1937) o 
nome de características, convindo, no entanto, ter sempre o cuidado de 
evitar qualquer confusão entre estas linhas e as características em 
0 xt.
Este método foi o primeiro que associou uma técnica gráfica às 
propriedades clássicas das características, servindo de base a todos 
os outros processos gráficos que posteriormente apareceram.
2.1.1 — Extensões do método de Bergeron
Uma extensão do método anterior foi estabelecida por Nougaro 
(1952) que, em vez de desprezar a velocidade da corrente, a supôs 
constante e igual à velocidade da corrente no canal.
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De acordo com esta hipótese, as equações das características 
podem escrever-se, por 1.92) e 1.97),
21)
d#




---- = b (v + c)
d y
em que c = / gy„ = const. e v = const.
O traçado gráfico faz-se agora de modo absolutamente idêntico 
ao indicado para o método de Bergeron, apenas neste caso as caracte­
rísticas no plano 0xt constituem duas famílias de rectas paralelas de
coeficientes angulares —-— e —-— e as correspondentes projecções
V + C V — c
em 0Qy formam também duas famílias de rectas paralelas de coefi­
cientes angulares ------ -------  e-------------- , respectivamente.
b (v — c) b (v + c)
Uma outra extensão do método de Bergeron tem por base um 
trabalho de Remenieras (1943) que teve a ideia de substituir as ca­
racterísticas rectas de declive único por características formadas por 
troços rectilíneos de coeficiente angular variável, isto é, por linhas 
poligonais.
Como atrás referimos, Bergeron (1937) supõe que a sobreelevação 
do plano de água é pequena relativamente à altura de água inicial. 
No entanto, em certos casos e ao fim de período mais ou menos longo, 
a sobreelevação pode ser acentuada deixando assim de ser aceitável 
supor que c se mantém constantemente igual a \J gyQ. Para vencer 
esta dificuldade Remenieras (1943) considerou o movimento resultante 
das sucessivas sobreposições de pequenas intumescências sobre cor­
rentes em movimento uniforme, pelo que, em dado troço do canal, 
desde que suficientemente pequeno, serão sempre reduzidas as variações 
quer dos caudais quer das profundidades da água. Assim, a celeridade 
das intumescências e a velocidade da corrente variam de troço para 
troço. Para atendermos a estas variações constrói-se um recticulado 
no plano 0Qy modificando o declive das características sempre que 
estas cruzam qualquer das linhas que o definem.
Assim, num elemento da malha limitada pelos valores yn e yn_1
da altura de água e Q e Qll_1 do caudal, o declive das características
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que o atravessam obtem-se supondo y e Q constantes nesse intervalo 
e iguais respectivamente a
e a




Deste modo, o declive das características em 0Qy, dentro da­
quela malha do recticulado traçado, será (Fig. 2.4),
1
b (v + c)
Vem que c — y gy' e v = Q'
W
Nesta variante, há que atender também ao facto de não ser cons­
tante o tempo de percurso dos vários troços em que se considera divi­
dido o canal, visto ser variável, 21), o declive das características em 
0 xt.
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2.2 — Processo de Nougauro (1952-1955) ou das características curvas
Posteriormente Nougaro (1952-1955) apresentou um método grá­
fico mais elaborado, tendente a eliminar quanto possível as hipóteses 
restritivas de Bergeron.
Considerando sempre um canal cilíndrico, de secção rectangular 
de largura b, iremos examinar sucessivamente os três casos referidos 
por aquele Autor:
a) —velocidade da corrente suposta nula (v„ = o);
b) — velocidade da corrente constante e igual ao valor inicial,
ou seja, ao anterior à passagem da intumescência (v = v3);
Qo
c) —velocidade variável e igual a ——(sendo Q = by v o
by ° o o
caudal inicial),
a) — Velocidade nula





+ b \/ gydy = d Q
Integrando esta última equação, ao longo de uma característica, 
entre dois pontos P (Q, y) e P: (Qlf yx) representativos dos estados 
de movimento em duas secções e em dois instantes determinados, 
tem-se
23) Q — Ql= + by^/gy ± by^ gyx
ou ainda, fazendo
24) K = Q, ± — by^gylt
vem
by\ gy + k.25) Q= +
3
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b) — Velocidade constante (v = v„)
Como vimos as equações das características podem escrever-se, 





dí - = v ± c
dQ = b (v + c) dy.
Supondo v = v„ = const., e integrando 27) entre P e P, como 
anteriormente, vem





Q = by (v„ + -y-y gy^j+K
K = const. = Q, — byA v„ + -|VS4
c) — Velocidade variável 




= b +\/ gy
by
e integrando, como nos casos anteriores, vem
Q — Q. = Qo log y + —by\J gy — Q„ log y, ± —by, y/gy, 
ou, fazendo
30) K = Q, — Q„ log y, ± —by,^/gy, ,
temos
2 /— ty/y gy + K.31) Q = Q„ log y +
3
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As equações 25), 28) e 31), atrás estabelecidas, representam cur­
vas no plano 0Qy, o que justifica a designação usual dada ao processo 
de Nougaro de «método das características curvas».
Nota-se que, em qualquer dos casos estudados, as caracterís­
ticas ficam definidas se for conhecido o valor de K, que gràficamente, 
representa uma translacção paralela ao eixo dos caudais.
Para canais de secção qualquer as equações 1.92) e 1.97) escre- 
vem-se, considerando sempre E = 0,
32)
d#








= B (v + c)
Supondo que os taludes, na zona de variação da superfície livre, 
são verticais ou como tal podem ser considerados, vem, dando às letras
o significado indicado na figura 2.5,
Fig. 2.5 — Secção trans­
versal de um canal
A —A, +By=By com A. =const. e fi=const. 
donde
y = y + k com k = const.
e
35) d y = d y.
Nestas condições, as equações 25), 28) e 31) continuam a ser 
válidas desde que nelas se interprete y não como a altura real de 
água mas como a profundidade equivalente y e se substitua b por B. 
Para canais cujos taludes não verifiquem a condição anterior,
isto é, para os quais seja dy =j=dy a integração de 33) toma-se, se não 
impossível, pelo menos muito difícil e trabalhosa, sendo preferível 
calcular as curvas características por um processo aproximado.
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Recorrendo às diferenças finitas 33) escreve-se
AQ
----- = B (v + c)
A y
e arbitrando valores a Ay calculam-se os correspondentes valores de 
AQ, podendo assim traçar-se curvas que se aproximam suficientemente 
das obtidas mediante integração, por meio de um cálculo relativamente 
simples e pouco moroso.
A construção gráfica é fundamentalmente idêntica à de Bergeron, 
substituindo no plano 0Qy as rectas pelas «características curvas».
Suponhamos conhecidos os estados de movimento em duas sec­
ções e em determinados instantes, por exemplo em L (x , t ) eL L
M ^M’ e seJam L1 yj e M1 ((?M’ ym) os P°ntos repre­
sentativos desses estados no referencial 0Qy. Então, por cada um 
destes pontos passarão duas características, curvas de equação conhe­
cida, pois os valores das constantes K são determinados pela su­
jeição de as curvas passarem por L, e M„ O estado de movimento em 
P, definido pelo par de valores (Qp, yp), ou seja por P,f fica deter­
minado pela intersecção das duas características de famílias diferen­
tes, uma passando por L, e outra por Mx (Fig. 2.6).
Fig\ 2.6 — Processo de Nougaro ou das 
características curvas
Aplicado desta forma, o método toma-se-ia muito trabalhoso e 
demorado, mas na prática é possível simplificá-lo, pois torna-se des­
necessário calcular a constante de integração relativa a cada ponto.
Com este fim, constroem-se em papel vegetal dois gráficos auxi­
liares. Num deles traça-se uma característica genérica de uma das
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famílias, p, e no outro uma característica da outra família, ô, dando em 
qualquer dos casos à constante um valor arbitrário que, por exemplo, 
poderá ser aquele que obriga a curva a passar pela origem dos eixos 
(Fig. 2.7).
Fig. 2.7 — Gráficos auxiliares para traçado das características curvas
Então colocando os gráficos móveis sobre o referencial 0Qy de 
forma a coincidirem os eixos dos caudais e deslocando aqueles grá­
ficos, mantendo sempre a coincidência destes eixos, de forma que a 
curva fí passe por M:ea curva 6 passe por Llf obtém-se Px, intersecção 
destas curvas. As translacções realizadas definem, sem os determinar, 
os valores das constantes de integração relativos às duas caracte­
rísticas.
Conhecido o estado de movimento em P, falta determinar xp e íp, 
coordenadas do ponto de intersecção das características que passam por
d#
L e M, de equações ------= v ± c, ou seja, do ponto de encontro no
d t
plano 0xt de dois observadores que partam em instantes determinados 
de L e M e que se deslocam com velocidades iguais a v + c e v — c, 
respectivamente.
Suponhamos constante a velocidade da corrente e admitamos 
que o valor de c entre L e P e entre M e P se mantém igual a cp= V gyp, 
valor que se obtem fàcilmente por ter sido determinado anterior- 
mente yp
Fazendo l = a?M — x^, as coordenadas de P (xp, tp), ponto de 














Para resolver gràficamente o sistema anterior constrói-se prè- 
viamente um ábaco, para valores determinados de l e v, em que se 
representam os pares de rectas que se obtêm dando em 36) vários 
valores a c (ou a y) e traçando seguidamente o lugar geométrico dos 
pontos definidos pela intersecção das rectas correspondentes ao mesmo 
valor de c (ou de y) —curva MN da Fig. 2.8. Seguidamente gradua-se 
a curva obtida em função dos valores de y.
As coordenadas do ponto de MN correspondente a yp definem a:p 
e tp. No caso de ser v = 0, as velocidades dos dois observadores se­
riam iguais em valor absoluto e o ponto de encontro estaria sobre PQ.
Por vezes, para simplificar, supõe-se que o ponto de encontro 
se situa sobre PQ mesmo sendo v =f= 0, graduando-se neste caso a 
recta PQ como se indica na Figura 2.8, a qual mostra que esta sim­
plificação conduz, para o mesmo valor de v, a um erro tanto menor 











Fig. 2.8 — Processo de Nougaro. Ábaco auxiliar
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2.3 — Influência da perda de carga e do declive da rasante
Recordemos as equações das características em 0Qy (1.97), que 
se podem escrever
B (v + c) dy = dQ — AEdt,
e, por (1.26) e (1.92), isto é, por ser E = g (S„ — 8), dt = dx
v + c
gA
e ----- = c-,B
37)
ou, ainda
dy ~ + dQ +
B (c + v) c2 — v2
(S0 — S) dx
38) dÇ = T B (c + v) dy + Bc2
V + c
(8„ — 8) dx.
Consideremos um curto troço de canal, para o qual suporemos 
constantes os coeficientes de dx das equações anteriores, e façamos
39)
dQ




40) B (c + v) dy = H (y) e
! v + c
Bc2
(S„ — S) = const. = N,
- (So — S) = const. = 2Va
- (S„ — S) = const. — N2
v — c
Integrando 37) e 38) entre duas secções de um troço de canal 
naquelas condições vem
41) \y = + AG (Q) +N sx
í \Q = — AH (y) + N, Aa?
42)
( \Q = AH (y) + N2 \x.
Sejam então Lj e Mt (Fig. 2.9) os pontos representativos dos esta­
dos de movimento em L e M e, supondo E = 0, consideremos a inter-
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secção, Pj, das características que passam por L e M. Este ponto seria 
o representativo do estado de movimento em P se não se atendesse à 
influência do atrito interno e do declive de fundo.
Fig. 2.9 — Introdução da influência da perda de carga 
e do declive da r as ante
As equações 41) e 42) mostram que, para atender à influência 
conjunta dos factores declive da rasante e perda de carga, haverá que 
efectuar translações das características que passam por Lj e M, ou 
paralelamente a Oy e iguais a N Aa?, ou paralelamente a OQ e iguais a 
Nv A# e N2 Sx, respectivamente.
Admitindo que entre L e P os valores de c e v não se afastam 
sensivelmente dos correspondentes a L, a translação paralela a Oy, a 
efectuar pela característica que passa por La, será
v43) ^LA*L=--------------- (S0 —Sl> (^P — ®L)>
°L-V
e, da mesma forma, a translação, paralela àquele mesmo eixo, a dar à 
característica que passa por M: seria
«V
44> *■„**„ =--------------- W„-V <*p-*M>-
CM*-V
O ponto representativo do estado de movimento em P será então 
não Pi mas P/ sendo LJU' = N. hxT e MiM/ = N..Li L MM
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No caso de se considerarem translações paralelas a OÇ, o valor 






46) MÂ U" = Nm Azm = -------------  <S0-SM)
«*-CM
Pretendendo maior rigor é possível fazer sucessivas aproxima­
ções atendendo aos valores de B, v, c e S no ponto P, calculados, em 
primeira aproximação, a partir das coordenadas de Px (?/p, Qp). 
Assim, por exemplo, podem calcular-se as translações em função dos 
valores médios daquelas grandezas nos troços LP e MP.
Este processo de atender à influência da perda de carga e do 
declive de fundo, resultante directamente do estudo das propriedades 
das características, não foi o seguido por Bergeron e seus continua- 
dores que partiram da hipótese simplificativa de supor o canal dividido 
numa série de troços horizontais, separados por degraus de efeito 
equivalente ao do declive da rasante e em que se considera a perda de 
carga contínua substituída por uma perda de carga equivalente mas 
concentrada, suposta provocada por um diafragma colocado no extremo 
de cada troço.
Deste modo, para atender à influência do atrito, considera-se que 
nas secções onde se supõem localizados os diafragmas, a superfície 
livre varia de SL, em que L é o comprimento do troço de canal consi­
derado eSa perda de carga unitária.
Quer dizer o ponto representativo do estado de movimento em 
P não será P, mas sim P/ ou P,", correspondendo o primeiro destes 
pontos ao estado de movimento imediatamente a montante do dia­
fragma e o segundo ao estado imediatamente a jusante. P/P/' mede a 
perda de carga localizada no diafragma (Fig. 2.10).
Para evitar realizar um cálculo para cada ponto aconselha 
Nougaro (1952) que se comece por construir um quadro ou ábaco, que 
poderá ser do tipo indicado na Fig. 2.11, dando os valores da perda 
de carga em função do caudal e da profundidade da água no canal.
Em regra quando as variações de y não são muito acentuadas,
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Fig. 2.10 — Influência da perda de carga por atrito, 
segundo Bergeron
escolhe-se um valor médio da profundidade no troço considerado e 
usa-se a curva correspondente a esse valor.
Fig. 2.11 — Ábaco para cálculo 
das perdas de carga
No método de Berceron (1937) em que as características são 
rectas paralelas, pode supor-se de acordo com uma das hipóteses-base 
do método, que a variação de y é reduzida pelo que
Q- 1
47) SL = --------- = e Ql (com e — --------  — const.).
C*A*R C-A-R
Então, traçando a parábola de perdas de carga, 47) e marcando 
as respectivas ordenadas em relação às características (Fig. 2.10) o
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ponto P/ fica determinado pela intersecção da parábola com a carac- 
terística que passa por L,.
Em geral, tem-se em atenção a variação de y para o que, uma 
vez determinado Px e portanto yp e Qp, calcula-se, utilizando o ábaco 
por exemplo, a perda de carga correspondente procurando entre as 
características uma distância vertical igual ao valor encontrado.
Para atender ao declive de fundo S„ supõe-se o canal dividido em 
troços horizontais de comprimento L separados por degraus de altura 
igual a S„L e considera-se que a altura de água a montante e a jusante 
do degrau difere de SJj.
No conjunto a distância entre os pontos representativos dos 
estados de movimento a montante e a jusante será igual a
48) p/_p"= (8 — S0) L.
Nougaro (1952), continuando a supor o canal dividido em troços 
horizontais separados por degraus e limitados por diafragmas onde se 
localizam as perdas de carga, estabelece que a distância entre os 
pontos representativos do estado de movimento em P era
49) p.'_p," =---- ----- (S — S„) L,
c2—v~
equação que engloba a anterior como caso particular pois, por hipó­
tese, Bergeron supõe que v é desprezável em face de c.
Levin (1952) considerou que o ponto representativo do estado de 
movimento em P se obtinha dando à característica que passa por L, 
uma translação paralela a 0y e igual a
50) <So-SL> (“p-V
e determinando a intersecção desta linha com a que se obtém por 
translação paralela a 0y e igual a
5D <so-V (*P-V
da característica que passa por M,.
2.4 — Processo de Craya
No seguimento dos trabalhos de Henry (1938) e Bergeron (1937) 
deve-se a Craya (1945) um novo processo gráfico de cálculo do movi­
mento gradualmente variável, processo aplicado por R. RÉ (1946) ao
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estudo da propagação das ondas resultantes da possível destruição de 
algumas das grandes barragens existentes no Reno. Como neste pro­
cesso v e c são as variáveis dependentes comecemos por recordar as 




= V + c
os valores de v e c satisfazem a equação
52) v + F2 (c) = EM com
e ainda que ao longo das linhas de equação
d#
------= v — cd t
se deverá verificar a relação
53) v — F2 (c) = EM.
Consideremos em primeiro lugar o caso dos canais cilíndricos, 
em que os taludes na zona de variação da superfície livre sejam ver­
ticais ou como tal possam ser considerados.




= d y = d y
vem
A
F,=J 9 _ /—— ãy = 2 v gy + const. = 2c + const.V




= v + c.
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ou seja, para um observador que se desloque com velocidade igual a 
v + c, se mantém constantemente a relação
54) v + 2 c = EM,
enquanto que ao longo da outra característica, ou seja para um obser­
vador que se desloque com velocidade igual a v — c será sempre
55) v — 2 c = EM.
Em particular, fazendo E = 0, para o primeiro observador será 
invariante o valor de v + 2c, enquanto que para o segundo o inva­
riante será v — 2c. Com base nestes resultados idealizou Cray a (1945) 
o seu processo de cálculo, mais aperfeiçoado que os anteriores, embora 
mais laborioso.
Sejam então, (Fig. 2.12) ^ (uJ, cl ) e lí1 (vM, cM) os pontos re­
presentativos do estado de movimento na secção de abcissa x, no ins- 
tante t{ e na secção de abcissa xM, no instante fM, respectivamente.
Marquem-se em 0xt os pontos L {x^, tL) e M (a?M, tM), e 
substituam-se as características de família diferente que passam por 
L e M e se intersectam em P pelas suas tangentes naqueles dois pon­




AX V + CLi Li
57) M
to VM CM
Para troços suficientemente curtos pode admitir-se que o ponto 
de intersecção das tangentes coincide com o ponto de intersecção das 
características. Determinado o ponto de encontro das tangentes 
P (xp, #p) ficamos conhecendo a secção e o instante em que se en­
contram os observadores partidos de L e M.
O estado de movimento em P, definido por vp e cp, determina-se 
recorrendo ao gráfico do plano Ove (Fig. 2.12), em que se marcaram 
os pontos L1 (uL, cL) e Ma (vM, cM), tendo presente que para o 
observador que caminha de L para P, é
VP + 2cP = + K + BAf,PL,




Ac =-----------Au + --------------
2 2
e ainda que para o observador que caminha de M para P é






Fig. 2.12 — Método de Craya
As equações 58) e 59) mostram que os valores de up e cp se 
podem determinar pela intersecção de duas rectas de coeficientes an­
gulares iguais a + ——. Uma delas pode obter-se traçando por hx
2




(PL) paralelamente a Oc e a outra será a que re­




------- da recta de coeficiente angular igual a —
2 2
por M,.
Aquele autor indica também processos para facilitar a constru­
ção dos gráficos nos planos 0xt e Ouc. A construção das rectas no 
primeiro destes planos não se reveste de dificuldade especial, o que
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leva Manzannares (1951) a afirmar que na prática não valerá a pena 
recorrer à construção concebida por Craya (1945). Esta construção 
baseia-se no conhecimento de que as coordenadas de um ponto P (v, c) 
de Ove em relação a um sistema de eixos Oni que façam um ângulo de 
45" com Ou e 0c são (Fig. 2.13)
c + v 
e =- - - - - - - - - -
vir
Fig. 2.13 — Gráficos auxiliares para o traçado das características em 0xt
Determinados e e n marca-se num referencial auxiliar 0xt (Fig. 
2.13) OD = const., função das escalas de x e t. Traça-se por D uma 
paralela a Ox e marcam-se sobre ela dois pontos T e Z à direita e à 
esquerda de D respectivamente, tais que DT = e e DZ = rj. As rectas 
colineares com OT e OZ têm as direcções das características.
Vejamos agora como avaliar gràficamente os valores das trans­
lações a realizar no plano 0Qy pelas características exemplificando 
para o caso do canal de secção rectangular muito larga. As perdas de 
carga avaliam-se pela fórmula de Chézy supondo C = const.
Nesta hipótese os valores das translações L,L/ e M,M,' são
e
UW E\tPL
M,M,' = 2 2 9
<*P“*M>-
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Atendendo a que cL2 = gy L e cM2 = gyM e fazendo
«p-V-
/ V \ VA função / (------ ) apenas depende de ------ para um troço de
V c ) c
canal em que o declive da rasante e a rugosidade se mantêm constan- 
vtes. Como ------ é constante para qualquer recta do plano Ove que
passe pela origem pode fazer-se corresponder a cada uma destas rectas 
um valor daquela função. Por sua vez pode fazer-se corresponder a 
cada valor da função um ângulo cp tal que
61) tg"' = f
Nestas condições a cada recta do feixe que passa por O poderemos 
fazer corresponder uma outra fazendo com Ov um ângulo igual a cp.
Consideremos então uma recta r paralela a Ou (Fig. 2.14) e mar­
quemos sobre ela os pontos de intersecção com as rectas que passam 
pela origem. A partir destes pontos tracemos outras rectas que façam 
com r os correspondentes ângulos cp. Fica assim construído um gráfico 
auxiliar que permite determinar facilmente os valores das translações 
a efectuar.
Seja L, um ponto de Ove em relação ao qual se pretende calcular 
a corresponder translação LtL/. A recta s que une L, com a origem 
encontra r em D e a ela corresponde uma outra s' fazendo um ângulo 
cp com r. Se o segmento DD' representar em escala apropriada o inter-
172 ANAIS DO INSTITUTO SUPERIOR DE AGRONOMIA
Fig. 2.14 — Gráficos auxiliares para determinar as translações a dar
às caracteristicas
valo M, a translação L,L/ a realizar será medida por D'D", pois do 
triângulo DD' D" vem
No caso geral, se C variar com R ou se a secção não for rectan- 
gular larguíssima, o lugar geométrico dos pontos para os quais
v2-------- = const. sera uma curva. Pode então definir-se uma família de
C2R
v2curvas no plano Ove para as quais e-------- = const. e fazer corres-
C2R
ponder a cada uma destas curvas uma recta fazendo com Ov um ân­
gulo <r tal que
t g<p = v2
C2R
A construção faz-se então de forma idêntica à anteriormente 
descrita apenas substituindo as rectas do feixe que passa pela origem 
pelas curvas correspondentes.
Consideremos agora o caso de canais em que os taludes não são
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verticais na zona de variação da superfície livre. Para estes canais 
tem-se
F-> (c) = )[/ dy com dy 4= dy.
J y
Então expressando y em função de y podemos calcular F, (c) e 
seguir depois caminho análogo ao que atrás ficou exposto. Apenas as 
características em Ove deixam de ser rectas mas mesmo assim a 
construção não se torna especialmente difícil pois basta construir uma 
só vez as curvas sobre papel transparente e por translações paralelas 
a Ov, mantendo a coincidência destes eixos, obrigá-las a passar pelos 
pontos representativos do plano Ove. O valor das translações a sofrer 
pelas características e 0 processo de cálculo é precisamente o mesmo.
No caso das variações da altura de água não serem apreciáveis 
pode, para maior facilidade, substituir-se a característica pela tan­
gente no ponto considerado.





62) de _ 1 d y






A tangente à característica terá assim declive igual a 









BàA — AdB----------------- = 1
B2dy
V d B 
B d y
ou, fazendo (Fig. 2.15)
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dB 
dy
= tgux + tgu2 - 2m,
vem
63) K =
1 — 2 m y
B




y = z- — a- 2z
Fig. 2.16 — Secção transversal 
de um canal trapezoidal




ou ainda, atendendo a que----- = tg (p + 45),
a
K = 1 + sen 2 p.
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As relações atrás estabelecidas permitem calcular K e traçar 
assim as tangentes às características que passam pelos pontos con­
siderados.
2.5 — Processo de Pin-nam-lin
Este método difere essencialmente dos anteriores por se calcular 
o estado de movimento numa secção, xp, e num instante, tp, prèvia-
mente fixados, ou seja, por permitir calcular o estado de movimento 
em P (xp, tQ 4- At) supondo conhecidos os estados de movimento ao
longo de t = ta (Fig. 2.17).
Como se faz M = const. os estados de movimento são calculados 
para instantes que diferem entre si de intervalos iguais.
Consideremos agora as duas características de família diferente 
que passam por P e designemos por M e J os dois pontos, desconhe­
cidos a priori, intersecção daquelas características com a recta t = t„.
Recordemos que por P e M passa uma característica de equação 
diferencial
d t
e que se tem
64) + 2cp = «M + 2cm + g (S0-SMp) At.
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Da mesma forma por P e J passa uma característica de equação 
diferencial
d# 
d t = v — c
sendo
65) ®P —2cp = ®J — 2^ + 9 (S„ —SJP) At.
Nas equações 64) e 65) SMp e Sjp representam a perda de carga 





p Sáx e S =




Por não ser possível calcular os integrais admite-se que, para um 





Então as equações 64) e 65) escrevem-se 
66) vp + 2cp = vm + 2ou + ~I- (S0-Sm) At + -f- (S0 —Sp) At
67) Up - 2cp = _ 2Cj + -|U (So - SJ) Aí + ^_ (So - Sp) At.




969) G = u + 2c + (S — S) \t = vM + 2c + Km
M M M 2 o M M M M
70) Gj = 2Cj + (So-SJ)At = Vj 2c, + Kj,
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as equações 66) e 67) tomam a forma
71) Vp + 2cp = GM + Kp
72) vp — 2cp=GJ + Kp.




e somando aquelas duas equações tem-se
Cr + GM J
74) ^P-KP= ------ -------
ou, atendendo a 73),
75) vp — Kp = GJ + 2cp.
Suponhamos agora que para calcular S recorríamos às fórmulas 
usuais do movimento uniforme, por exemplo à de Gauckler-Strickler. 
Então, por 68), obtínhamos
As equações anteriores permitem calcular o estado de movimento 
em P pois por 73) determina-se cp (logo yp) e resolvendo o sistema
formado pelas equações 75) e 77) obtem-se vp.
No entanto para se conhecerem os valores de vM, cM, v3 e Cj 
torna-se necessário determinar a posição dos pontos M e J em 0xt. 
Com este fim e em primeira aproximação, traçamos por P duas rectas 
de direcções prèviamente escolhidas julgadas suficientemente próximas 
da direcção das características, que se designam por características 
de ensaio.
A intersecção destas rectas com o eixo t = t0 define os valores 
de a?M e x] e logo os valores de vM, cM, vjy e cJt que permitem cal­
cular vp e cp.
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Em segunda aproximação, aquelas características de ensaio são 
substituídas por rectas que passam por P, de coeficientes angulares
78)





(up-Cp) + (Vj —Cj)
2
Estas duas rectas traçadas por P intersectam o eixo t = t0 em 
dois pontos de coordenadas xw e x y a que correspondem novos va­
lores de cM,t vM,, cJ( e vy. Assim por 73), 75) e 77) obtêm-se novos 
valores de cp e vp. As aproximações sucedem-se até atingir o dese­
jado grau de rigor.
Pin-nam-lin (1952), a quem se deve este método, simplificou os 
cálculos recorrendo a alguns gráficos auxiliares.
Assim, estabeleceu um ábaco em que, considerando Kp como 
parâmetro a que dá alguns valores determinados, representa os grá­
ficos da função 77) para esses valores de Kp (Fig. 2.18).
Fig. 2.18 Processo de Pin-Nam-Lin. (Gráficos auxiliares)
DO REGIME VARIÁVEL EM CANAIS 179
Noutro ábaco, considerando c como parâmetro, representa grá­
ficos de v — £ em função de v (Fig. 2.19).
Fig\ 2.19 — Processo de Pin-Nam-Lin. 
(Gráficos auxiliares)
Então, na resolução de determinado problema para o qual se 
conhecem as condições iniciais (t>o, yo e cq) começa-se por construir
estes gráficos auxiliares e traçar em 0xt as rectas de coeficientes
, da; , da; .angulares ——- = v + c e —— = v — c , que serão usadas como d f 0 0 d t o o ^
características de ensaio.
Como construções auxiliares recorre ainda aos referenciais Oxv, 
Oxc e 0xy, marcando neles, para os vários valores de t considerados 
(fo, tQ + A t, ...) os pontos correspondentes às condições iniciais e 
nos limites e os pontos que vão sendo sucessivamente calculados. 
(Fig. 2.20).
Assim, se fôr dado, como condição no limite, o hidrógrafo em 
dada secção de controle xq, isto é a função c = c (xq, t) podem ime­
diatamente marcar-se no referencial 0a;c os valores de c para x = xo e 
para t = tQ, t = tQ + Aí........
O cálculo começa-se traçando pelo ponto P (a;p, tQ -I- Aí) de Oxt
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Fig. 2.20 — Processo de Pin-Nam-Lin. (Gráficos auxiliares)
duas características de ensaio (rectas paralelas às duas direcções ante- 
riormente definidas) cuja intersecção com o eixo t = tQ define xM e 
xT. Recorre-se então às construções auxiliares que dão, para t = t , os 
valores de vM, vJt cM e. c3 e ainda yM e yJ.
Conhecendo estes valores podemos determinar K J e KM quer por
quer utilizando o gráfico de c em função de v, tendo K como parâmetro. 
Por 69) e 70), calcula-se Ge GT e por 73) obtem-se n.M J Jl
Seguidamente, 75), calcula-se vp — Kp e, ou resolvendo o sistema 75)
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e 77) ou recorrendo ao gráfico de v — K em função de v, tendo c como 
parâmetro, determina-se vp.
Conhecidos os- valores de vp e cp podem então traçar-se novas 
características de ensaio passando por P (a?p, to + A t) com declives
da- jj_ Ax
dados por — = y (vM + + »p + cp) e — = - +
+ vp — cp). Determinam-se então novos valores de xM e x , repetin-
do-se o cálculo até aproximação suficiente.
A introdução das condições nos limites faz-se por conveniente 
adaptação do processo anteriormente descrito. Se, por exemplo, fôr 
dado c = c (xq, t) para x = xq, e supondo conhecido o estado de 
movimento ao longo de t = tQ vejamos como determinar o estado de 
movimento em T (xo, tQ + A t) (Fig. 2.17).
Para calcular vT traça-se por T uma característica de ensaio 
de jusante (Fig. 2.17) definindo a intersecção desta característica 
com t = ío o valor de a?L. Nos referenciais tixv e 0xc, para t = tQ, 
encontram-se os valores de cT e vT . O valor de Kr determina-se por 
80) ou pelo gráfico de v em função de c, sendo K parâmetro, e, por 70), 
obtem-se Gr.Lt
O valor de vT — KT pode determinar-se por equação semelhante 
a 75) e, da mesma forma, vT pode obter-se quer resolvendo sistema 
análogo ao formado por 75) e 77), quer por meio do gráfico de v — K 
em função de v, sendo c parâmetro.
O declive da recta que une T e L não deverá ser muito diferente
do valor de —(wr —cT + — O. Se o fôr, há que fazer nova
2 L l, ^ r
aproximação usando como característica de ensaio uma recta com 
coeficiente angular dado por este último valor, podendo prolongar-se 
o cálculo até à aproximação desejada.
Representando nos referenciais Oxv e 0 xc os valores decev que 
vão sendo sucessivamente determinados e considerando a intersecção 
das curvas traçadas nesse gráfico para os vários valores de t (íq, tQ + 
+ A t, tQ + 2 A t, ... ) com a recta x = xq, obtêm-se os valores de v 
e c (ou y) nessa secção, definindo estes últimos o hidrógrafo corres­
pondente.
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Também se deverá referir que os coeficientes angulares das 
características de ensaio podem ser modificados em cada caso, desde 
que se saiba prèviamente se a profundidade da água aumenta ou di­
minui com t. No primeiro caso, a inclinação das características de 
ensaio em relação ao eixo dos xx deverá ser inferior às inclinações das 
direcções prèviamente consideradas, dando-se o contrário no segundo 
caso.
O rigor da solução será tanto maior quanto mais reduzido fôr 
o intervalo de tempo considerado, devendo usar-se escalas adequadas 
ao traçado dos vários gráficos.
CAPITULO 3
MÉTODOS DE DIFERENÇAS FINITAS
3.1 — Generalidades
Entre os primeiros autores que propuseram o cálculo numérico 
para estudar o problema do regime variável figuram Haerens (1899) 
e Oeltjen (1919).
No entanto, as primeiras aplicações de métodos recorrendo a 
relações entre diferenças finitas devem-se a de Vries Broekman (1916) 
e Reineke (1921).
Posteriormente, Holsters (1947) elaborou um primeiro método 
em que pretendia assegurar a convergência da solução substituindo 
as características por linhas que delas se aproximassem e que por isso 
designou por «linhas de influência». Este trabalho, inspirado na obra 
de Massau (1900-1905), esquecida durante perto de meio século, contém 
algumas simplificações resultantes de o seu autor se interessar especial­
mente pelos problemas de hidráulica fluvial.
Actualmente o desenvolvimento das máquinas de calcular e em 
especial dos computadores electrónicos faz prever que, cada vez mais, 
se usem métodos desta natureza pois a morosidade dos cálculos que 
obrigou a recorrer aos métodos gráficos deixou de constituir obstáculo.
Como exemplo podemos referir o estudo da propagação de cheias 
no Mississipi e no Missouri, com resultados que mostram uma notável 
concordância com as observações realizadas (1956), e ainda as tenta­
tivas realizadas na École Nationale Supérieure d'Electrotechnique, 
d’Electronique et d’Hydraulique de Toulouse por Guyot, Nougaro e 
Thirriot (1958).
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No fim do presente capítulo apresentamos um exemplo de apli­
cação em que ensaiamos duas variantes deste método, tendo os corres­
pondentes cálculos sido executados no computador electrónico exis­
tente no Laboratório Nacional de Engenharia Civil.
Seguidamente descrevemos algumas das variantes deste método 
que tivemos possibilidades de estudar.
3.2 — Os métodos de de Vries Broekman e Reineke
Vejamos qual a base do método devido a de Vries Broekman e, 
para tal, tracemos uma malha rectangular sobre um referencial 0xt.
Consideremos um dos rectângulos assim definidos FGHK, de 
centro M (Fig. 3.1).
Fig. 3.1 — Processos de Vries Broekman e Reineke
Desenvolvendo v e y em série de Taylor na vizinhança de M vem,
V = V K M
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Se a#3 e Aí2 forem suficientemente pequenos de forma a ser pos­











Por dedução análoga se pode escrever
t>y ^ G ^ F
3) —— =------------------------------ e
bX 2A3/3
by ya + ys—yF—yK
bt 2A t2
Consideremos o sistema de equações diferenciais do regime va­





bv - + ■ bv + 9- byv-----bX bt bx
Substituindo as derivadas pelas correspondentes relações entre 
diferenças finitas dadas por 1), 2), 3) e 4), e substituindo os coefi­
cientes das derivadas e o termo independente pelas médias dos valores 
que aquelas funções tomam nos vértices do rectângulo, tem-se
Akvh + Akvk ~ Agvg ~ Afvf Bf + Bg + Bk + Bh
5) --------------------------------------------  + ----------------------------- X
2A#3 4
6)
y G^~ ^ li y F y K
X -----------------------------  = O,
2Afo




y* + 2/k—yG—yF ef + eg + ek + EH
2Aaj3 4
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Suponhamos conhecidos os valores de v e y em F, G e K ou por 
serem condições iniciais ou nos limites ou por serem resultados de 
cálculo anterior. O estado de movimento em H pode determinar-se 
resolvendo por tentativas o sistema formado pelas equações 5) e 6) 
começando por arbitrar um valor de i/H (logo de AH) e calculando, 
por 5), uma primeira aproximação para uH. Conhecendo estes valores 
determina-se En e, por 6), obtem-se novo valor de yH prosseguindo-se 
o cálculo até a aproximação desejada.
Aplicando sucessivamente este processo aos restantes rectângulos 
torna-se possível resolver o problema desde que se conheçam, como 
dissemos, condições iniciais e nos limites em número suficiente.
O método de Reineke (1921) difere deste apenas porque as deri­
vadas em ordem a t não se reduzem a diferenças finitas, podendo, por 
exemplo, ser calculadas gràficamente.
Em qualquer destes casos não é valorizado especialmente o pro­
blema da convergência da solução.
3.3 — Métodos baseados no conhecimento das propriedades das ca- 
racterísticas
Como refere Massau (1900-1905) nos seus trabalhos sobre a inte­
gração gráfica das equações às derivadas parciais o ideal para asse­
gurar a convergência da solução seria traçar uma rede formada pelas 
próprias características. A malha assim obtida seria irregular ofere­
cendo a sua construção dificuldades pois em cada ponto o declive das
características é------= v±cevec são variáveis com x et. Para tor-
d t
near aquelas dificuldades foram concebidos alguns processos a que 
faremos seguidamente referência.
3.3.1 — Processo de Holsters
Foi Holsters (1947) quem primeiro se inspirou nos notáveis tra­
balhos de Massau (1900-1905), votados até então a completo esqueci­
mento, apresentando um método a que deu o nome de método das 
linhas de influência, no qual procura efectuar a integração ao longo 
das características, embora de forma aproximada.
Para conseguir este objectivo e atendendo a que v tem, em geral, 
valor reduzido em face de c, Holsters (1947) propôs a substituição
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da malha de características por uma outra regular em que os inter­
valos Aí e to, constantes para dado troço do canal, satisfazem a
7) to = Vgy Aí
em que y é um valor, calculado ou arbitrado (*), considerado repre­
sentativo da profundidade média naquele troço do canal.
A rede assim traçada satisfaz, embora de forma aproximada, às 
equações das características com a vantagem de definir vértices que 
se encontram alinhados em duas direcções ortogonais. Desta forma, 
uma vez realizado o cálculo, fica-se a conhecer quer a sucessão dos 
estados do movimento em dada secção ao longo do tempo quer, para 
dado instante, o valor do caudal e da altura de água nas várias secções 
prèviamente definidas, ou seja, na designação do autor, os sucessivos 
«eixos hidráulicos».
Traçada a rede, define-se desta forma uma série de losangos 
(Fig. 3.2).
Sejam M (a montante), J (a jusante), P (no passado) e F (no 
futuro) os vértices de um desses losangos genéricos de centro K.
Fazendo MJ = 2to e PF = 2aí vêm para os vértices as seguintes 
coordenadas (Fig. 3.2):
M (x — to, í), J (x +to, t), P (x, í —Aí) e F (x, í + Aí).
Fig. 3.2 — Processo de Holsters
As variáveis usadas para definir o estado de movimento em dada 
secção são y e Q, isto é y R e QR, por exemplo, definem o estado de
(*) Por exemplo, para um rio sujeito a marés, refere Holsters (1947) que 
o valor a usar para y poderá ser o da profundidade média em águas médias. 
O valor atribuído a esta profundidade poderá resultar de cálculo prévio, embora 
em geral baste considerar uma aproximação mesmo grosseira.
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movimento num ponto genérico R (x, t) do plano 0xt ou seja na sec­
ção xeno instante t.
As equações do regime variável, para um canal em que a largura 
de boca B se possa considerar como constante dentro da zona de va­




by Q bQ 1 bQ BQ2 by BQ by
9) g----- +--------------+--------------------------------------------------=E.
bx A2 bx A bt A2 bx A2 bt
Notando que E = g (S0 — S) e substituindo em 9) o valor de
bx
dado por 8), a equação dinâmica do movimento escreve-se
by 2 BQ by 1 bQ BQ2 by
10) —------------------------— +----------- ------------------------- — = S0 — S
bx gA2 bt gA bt gA3 bx











Holsters despreza os três últimos termos da equação 11) por 
supor que eles pouco influem na generalidade dos problemas de hidráu­
lica fluvial, hipótese que fundamenta em trabalho posterior (1955).
De acordo com as hipóteses feitas, o sistema de equações do regime 
variável pode escrever-se
12) by 1 bQ
bt B bx
13)
ày 1 bQ Q2
bx gBy bt C2B2ya
utilizando a fórmula de Chézy para calcular o valor de S.
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Substituindo as diferenciais por razões entre diferenças finitas, 
ou seja, fazendo
ô2/ yF—yP òy y^—y3 ò<? QF—QP òQ Qj
òt 2Aí ’ ô# 2A# ’ St 2At * 5# 2A#
e, ainda,
Qf+<?p V------------- = \Qf\ IQpl (*)»
2 /
as equações 12) e 13) tomam o aspecto
yF yP i Qm Qj
14) ------------ =--------------------------
2AÍ B 2/ix
yu—yj 1 Qf—Qp \Q*\ \Qp\
15) -------------------------------------------------------------- =----- •
2 A# gBy 2M C*B2y*
Resolvendo este último sistema em ordem a yF e QF tem-se,
Qp + a(yJ-yJ
Qj~Qm
17) yT-y P +
onde
18) ByM a = g--------
A#




(*) Nota Holsters (1947) que esta substituição só é válida quando Q e Q
F P
forem do mesmo sinal e Q — Q tiver valor reduzido o que, em geral, acon-
F P
tece se for a* suficientemente pequeno. Esta substituição deixa de ser válida sç
Q e Q tiverem sinais contrários,
F P
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Generalisando, tem-se,
21) Qf = Q (Qp, 2/m» 2/j)
22) yF = y (yp, QM, QJ).
Suponhamos agora que se conhecem, por serem condições iniciais 
ou nos limites ou em resultado de cálculo anterior, os valores de y 
em ob, od, of, ... e em 2b, 4b, ... e os valores de Q em 7a, 7c, 7e, ... 
e em la, 3a, 5a, 7a, ... .
Considere-se o losango 2b, 3a, 4b, 3c de que se conhecem os 
valores de y em 2b e 4b e o valor de Q em 3a. Aplicando 16) calcula-se 
o caudal em 3c e da mesma forma se determinaria o valor do caudal 
em todas as secções ímpares.
Considerando agora o losango lc, 2b, 3c, 2d de que se conhecem 
os caudais em lc e 3c e a profundidade de água em 2b, a equação 17) 
permite calcular a altura de água em 2d.
Do mesmo modo se calculariam as alturas de água relativas a 
todas as secções pares, resolvendo-se assim o problema.
Holsters (1947) concebeu ainda uma variante do seu método para 
o cálculo das pequenas modificações ou «variações» produzidas no 
escoamento pela alteração pouco apreciável de algum ou alguns dos 
factores de que este depende: condições nos limites, forças actuantes 
ou modificações da secção. Como consequência de qualquer destas 
alterações resultam variações para y e Q, que designaremos respecti- 
vamente por r) e y.
Escrevendo as equações 12) e 13) para o regime inicial e para 
o modificado tem-se
13) by 1 òQ _ Q2
bx gBy bt C2B2yz
b(y + ri 1 ô(Q + y) (<? + y) 2
23) --------------  =--------------------------------------------------
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Subtraindo membro a membro as equações 13) e 23) e 12) e 24) 
desprezando o termo que contem y2, vem
ôrj 1 ôv 2 | Q | | Y I
25) ------ =----------------------------------=-----









Q F+ Q P yf+ yp
% —11 j 1 yf~ YP 2 2
2\x gBy 2M C2B2yz
V — T'p 1 ym yj
2\t B 2\x
o qual, resolvido em ordem a yf e iiF, conduz a
Yp (1 — K) + a (nj — uM)
29)
30)
v. = 1 + K
yj —ym
V = 71p +
onde a e b têm os valores indicados em 18) e 19) respectivamente e
g/st
31) K = ----------- | Qf+Qp
CPBy2
Consideremos agora o caso da propagação de uma perturbação 
sobre um regime uniforme. Conforme se vê na figura 3.2, a propagação 
da perturbação que passa em 5 no instante c faz-se ao longo da linha 
de influência 5c — 2f.
Aplicando as equações 29) e 30) aos losangos (A) e (B) da Fi-
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gura 3.2 e atendendo a que, por o movimento ser uniforme, y e r\ são 










a m 4. d
1 + K
4.d
\ f = -
b 1+K
Mas, ao longo da linha de influência é A# = i/ gy M donde, por








Como esta última relação subsiste quando se faz tender (4, d) 










— D (x — x0) | v | V gy
38) = iio e em que D — -
2C2y2
A função 38) exprime o amortecimento ao longo da sua trajectó- 
ria da frente de onda inicial.
Como o trabalho de Holsters (1947) se refere especialmente a 
cursos de água naturais, nele são estudados alguns aspectos de espe-
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ciai importância para estes canais, como seja a influência do vento, 
da irregularidade dos perfis e das perdas de carga nas curvas.
Para atender à influência do vento introduz aquele autor na 
equação dinâmica do regime variável um termo (S„) correspondente 
ao declive que se estabeleceria num canal com as mesmas caracterís- 
ticas do canal dado pela acção do vento estando a água em repouso.
O valor desse termo será dado por
u2 cos ft
Su = e ----- —-------
y
em que ué a velocidade do vento, b o ângulo entre as direcções do 
escoamento e do vento e e um coeficiente ainda mal conhecido, de­
pendente da configuração geral do curso de água. Quando a largura é 
pràticamente ilimitada (caso do Zuiderzee) £ vale cerca de 0.036X105, 
em unidades métricas, reduzindo-se acentuadamente com a largura do 
curso de água.
Para atender à influência da irregularidade dos perfis supõe-se 
uma rugosidade aparente maior que a correspondente exclusivamente 
à rugosidade própria do leito. Assim, para os cursos de água da bacia 
do Escalda os cálculos só conduzem a resultados concordantes com os 
obtidos experimentalmente dando ao coeficiente y de Bazin valores da 
ordem de grandeza de 3, apesar deste Autor ter indicado para canais 
em terra um valor máximo de 1,75.
3.3.2 — Outros processos
Posteriormente apareceram vários outros processos utilizando 
relações entre diferenças finitas mas em que se recorre à teoria das 
características para tentar assegurar a convergência da solução.
Recordem-se as equações 1.40) que se podem escrever, simbolica­
mente, para um canal rectangular,
39) I" (v + c) ------ + ------] (v + 2c) = E
I- bX bt J
e
bx
+ (v — 2c) = E,40) (v —c)
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equações que mostram, como vimos, serem as funções v ± 2c diferen­
ciadas ao longo das curvas
d#
----- = v ± c.d t
Poderemos assim dizer, como já tinha sido estabelecido por Craya 
(1945), que a equação 39) está associada à família de características 
/ áx \
----- = v + c ) e que a equação 40) está associadade montante
df
à outra família de características
da: 
d t
= v — c
Consideremos agora a malha rectangular fixa da figura, em que 
supomos conhecidos os estados de movimento, ou seja os valores de 






Fig. 3.3 — Método das diferenças finitas. Esquema 
de uma variante
Para determinar o estado de movimento em P substituem-se as 
derivadas que figuram nas equações 39) e 40) por quocientes entre 
diferenças finitas.
Dadas as relações estabelecidas entre as equações e as caracte­
rísticas, faz-se
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em 39) e 
42) òv
V — V R M òc Cr Cyi
bx Ax bx Ax








O valor deBeo dos coeficientes das derivadas são os correspon­
dentes a M.
Fazendo estas substituições 39) e 40) escrevem-se
44) + CM>
---CT c — cML PM
+
AX At
+ (VM + CM)
















e resolvendo o sistema em ordem a vp e cp, tem-se
M
Ax
46) ». = »„+ — [(CM + VM) (!”L—^M + eL-cM |-
-(cm-vm) (tVm-Yvr-cm + cb )+ema*)+ BmA* ]
4?) CP = CM +
1 Aí r
2 Ax L
(C„ + wu) hr»T. — + c c +
M M , \ 2 L 2M L M
+ (C„ — O — -s-1’» — c- + cr)]
m ‘'m' V 2 M 2 R M
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A convergência da solução aproximada para a solução exacta quan­
do Aa;->o e Af—>o exige que P fique no interior do triângulo formado 
por LR e pelos segmentos de características de famílias diferentes que 
passam uma por L, e outra por R, e que se intersectam para o lado
At
de P, o que obriga a ser suficientemente pequena a razão ----- . De
Aa?
forma aproximada pode verificar-se esta condição traçando por L e R 
rectas tangentes às características nestes pontos (cujos coeficientes 
angulares são + cL e vR — cR, respectivamente) e verificando se
P se encontra no interior do triângulo formado por LR e por estas 
duas tangentes (*).
Vejamos agora como se atende às condições iniciais ou nos limites. 
Suponhamos que se conhecem as funções y (xx, t) ou c (xlf t), 
isto é, que se conhecem as variações de y e c ao longo do tempo, em 
dada secção, xx. Considerem-se ainda conhecidos os valores de v e c 
em L, M, R ... e suponhamos que se pretende alargar a solução aos 
pontos N, P, ....
0 valor de cN obtem-se imediatamente por ser ponto do eixo x = xt.
(*) Se fôr Pj o ponto de encontro das tangentes às características em L e R 
tem-se
í —t. = (xn —x,) e tD—tn =----------- (x0 — x)Pi L V- + c. p L
Lt Lá VR~CR
pelo que fazendo
tp —tL = tp -ír=4í„
vem
Afi = --------------  (xn —X,)=------------- (xo —Xj,








(VR—CR} ^L + CL>*R
VR-CR-VL-CL
A condição de ser P interior ao triângulo acima definido verifica-se se o 
valor calculado At, = t — t fôr maior que o intervalo At usado na construção 
Pr L
da malha.
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Para calcular vN recorre-se à equação 40) fazendo




bv V — VM L
e




Substituindo estes valores em 40) e dando aos coeficientes das 
derivadas e a E os valores relativos ao ponto L, tem-se
48) 1>n = Dl + (,,M-t’L-2CM + 2CL> +El] +
+ 2 (CN —CL>
equação que permite determinar v , conhecendo-se cN.
Se fosse conhecida a função v (x1} t) e portanto uN a mesma 
equação 48), permitiria achar cN.
Se as condições nos limites se referirem a uma secção a jusante 
o processo de cálculo fàcilmente se estabeleceria recorrendo à equa­
ção 39) e atendendo a que esta se relaciona com as características 
de montante (#).
Este processo de cálculo está especialmente indicado naqueles 
casos em que haja que introduzir condições nos limites.
Pode estabelecer-se uma outra variante destes métodos notando 






















(*) Como se considera apenas movimento em regime lento, designam-se por
dx
características de montante aquelas em que ----- > o, ou seja as de equação
df
dx
-----= v + c, e por características de jusante as que pertencem à família de
dt
da:
equação----- = v — c.
dí
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Vejamos como neste caso se efectua o cálculo. Tracemos uma 
malha rectangular e consideremos o ponto M médio do segmento LR, 
(Fig. 3.4).
Fig. 3.4 — Método das diferenças finitas. Esquema 
de uma variante
Os valores de v, c e E em M consideram-se médios dos respei­
tantes a L e R, isto é,
"l + ^r CL+ CR
VM = CM - Bm =
Bl+Br
e as derivadas que figuram nas equações são substituídas pelas seguin­





bV V — VP
bx 9Ax bt At
bc CR~CL bc CP~CM
bx 9Ax bt At
Resolvendo o sistema formado pelas equações 49) e 50) depois 
de realizadas as substituições indicadas, tem-se
51) CP = + HT “ST [2 (CL-CR> «It+K-V Cm]
52) Vp = «„ + -^[2 (CL —cR) + («L —V
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O critério de convergência é análogo ao referido para o método 
anterior, isto é, P deverá ficar no interior do triângulo formado pelo 
segmento LR e pelas duas características de famílias diferentes que 
passam pelos extremos deste segmento e se intersectam para o lado 
de P.
★
Nos dois processos a que seguidamente faremos referência a in­
tegração faz-se quanto possível ao longo das características.
No primeiro determinam-se estados de movimento em pontos do 
plano 0xt desconhecidos a priori (Fig. 3.5a); no segundo o cálculo 
faz-se para pontos prèviamente fixados naquele referencial (Fig. 3.5b).
P
\ / \f l M
Fig. 3.5 — Método das diferenças finitas. Esquema de variantes
Vejamos como realizar o cálculo pelo primeiro daqueles processos.
Sejam (vL, cL) e (rM, cM) os pares de valores que definem o 
estado de movimento em duas secções de abcissas x1 e xM nos ins­
tantes tl e íM, respectivamente. Consideremos no plano 0xt (Fig. 
3.5a) as características de família diferente que passam por L 
(xL, t ) e M (a?M, í ) e se intersectam em P (:rp, fp) (*) e substi­
tuamo-las pelas respectivas tangentes naqueles dois pontos. A inter- 
secção destas tangentes define um ponto que se considera primeira
(*) Como normalmente a solução caminha no sentido dos valores crescentes 
de í, considera-se a intersecção correspondente ao caso de ser t < t > t .
M P L
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aproximação da intersecção das características e cujas coordenadas 




ir = ^ + c<*
da?
----- = v — cd t M M
Fazendo, de forma genérica,
v + c = a
e
v — c = b,
substituindo em 53) e 54) as derivadas por razões entre diferenças 
finitas e resolvendo o sistema formado por aquelas duas equações em 
ordem a xp e tp} tem-se
°L XM~bm *L + aL K (A-G)
e
56) *P =
x — x + a t — b tM L 1 L L M M
°L-bM
Como vimos, ao longo da característica que passa por P e L ve­
rifica-se a relação
57) dtI + (~f~ V' J!r)dc = E,dí'
enquanto que ao longo da característica da outra família que passa 
por M e P é
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Façamos
e integremos as equações 57) e 58) entre L e P e entre M e P, res- 
pectivamente, admitindo que Ex e E2 são constantes nos intervalos 
considerados. Tem-se
59) Vp_t,L + Fp_FL = EI(íp-tL)
6°) vp-vm-í’p + Fm = ^ (‘p-V-
Resolvendo este sistema em ordem a vp e a Fp obtém-se
+ í’m + Ei (íp — fL> + E=(fp — V
61) pp = -----------------------------------------------------------------------
e
”l-% + Ei. + Em+E' (Íp-G)-E=
62) Fp = -----------------------------------*-----------------------------------
Calculado Fp determinamos cp visto ser F = F (c), ficando assim 
determinados em primeira aproximação os valores de vp e cp.
Para maior aproximação podemos assimilar as características a 









Substituindo em 61) e 62) o valor de fp anteriormente calculado, 
obtém-se novos valores de vp e Fp (ou cp), podendo repetir-se o cál­
culo até que entre duas determinações sucessivas se verifique uma 
aproximação satisfatória.
202 ANAIS DO INSTITUTO SUPERIOR DE AGRONOMIA
Procedendo da mesma forma partindo de outros pontos faz-se 
que a solução caminhe no espaço e no tempo.
A introdução das condições nos limites efectua-se por conve­
niente adaptação do processo, que seguidamente exemplificamos, su­
pondo conhecidos os valores de c (ou F) na secção inical (x = o) e 
ainda a sucessão de estados de movimento, ao longo do eixo t = ta.
Seja, então, R (o, tR) o ponto onde a característica de jusante 
que passa por T (xT, #T) intersecta o eixo x = o (Fig. 3.5a). Em 
primeira aproximação, substituindo a característica pela tangente em 
T, vem
65)




66) t = t----------por ser x0 = o.
r T i, RfeT
Entre os valores de v e c em R e T existe a relação
67) VR-Vr-Fn + FT = E(tR-tT)
e como, por hipótese, se conhece FR, vem
68) „R = „T + irR_?.T + B(tR_fT).
Pode seguidamente calcular-se nova aproximação para fR, fazendo
-*T bT+6R
69) --------------- = -------------- .
t —t 2R T
Entrando com este valor de £_ em 68) determina-se novo valor
Kde vR, continuando-se o cálculo até aproximação desejada.
Este processo tem o inconveniente de definir estados de movi­
mento em pontos do plano 0xt, ou seja em secções e instantes prè- 
viamente desconhecidos.
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Como vimos, supõem-se os troços suficientemente curtos de 
forma a podermos considerar E = const. Sendo assim pode fazer-se 
em 59) E=ET, isto é, calcular E em função dos valores que de- 
finem o estado de movimento em L e da mesma forma em 60) será 
E,=E e em 68) E = E . Seria possível, em princípio, atender no 
cálculo de E aos estados de movimento nas secções extremas dos troços 
considerados, isto é, fazer, por exemplo, em 59) e 60),
el+ep
70) Et = ---------------
2
e
E + EM ' P
71) E2 = --------------
2
e, por ser Ep, função de vp e cp, resolver o sistema formado por 
aquelas duas equações em ordem a cp (ou Fp) e vp. Julgamos, no 
entanto, dispensável proceder desta forma, dada a complexidade dos 
cálculos necessários à solução do sistema e ainda porque o processo 
que a seguir se apresenta mais fàcilmente permite atender a esta 
variante.
No caso de os taludes serem verticais na zona de variação de y
vem
F (c) = 2c
pelo que as expressões se simplificam consideràvelmente.
★
Para evitar o inconveniente apontado ao método anterior esque­
matizámos um processo de cálculo em que se procura determinar o 
estado de movimento em pontos e instantes prèviamente fixados.
Consideremos uma malha rectangular regular traçada em 0xt, 
suponhamos conhecidos (condições iniciais) os estados de movimento 
ao longo do eixo t = tQ e vejamos como determinar o estado de movi­
mento em P (xp, to + àt) (Fig. 3.5b).
Por P passam duas características de famílias diferentes que 
cortam a recta t = t em dois pontos L (xT , t ) e M (a; , t ).o c L’ o M’ o
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Então entre as coordenadas de L, M e P devem existir relações 
que, admitindo serem arcos de parábola os troços das características 
LP e LM e usando relações entre diferenças finitas, são traduzidas 
pelas equações 63) e 64).
Por sua vez os estados de movimento naqueles três pontos devem 
satisfazer às relações expressas por 59) e 60), considerando que neste 
caso é tp—#L = tp—fM = At, ou seja,
Admitindo que El e E-, se calculam atendendo aos estados de mo­
vimento nas duas secções extremas do troço de canal considerado, isto 
é, aplicando 70) e 71) e atendendo a que E = g (S„ — S), façamos
Substituindo os valores de Ex e E2 de 74) e 75), em 72) e 73) e 
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e
79) GL = vL + FL + ------j-SL)
t
as equações anteriores escrevem-se
80) 2vp + gSFU = G^ + GM
e
81) 2F, <A-gm
Suponhamos que, em primeira aproximação, os pontos L e M 
coincidem com os vértices Lx e Mj da malha traçada. Sendo conhecidos 
os estados de movimento nestes pontos (vL , CL > VM > CM )» calculam-
-se os valores de G. e GM e, por 81), determina-se V (e logo c ).
LM 1 _ 1
Conhecendo este valor é possível expressar Sp em função de vp 
e resolvendo 80) calcular vp .
iConhecendo v e cp , determina-se ap e bp e, por 63) e 64)
ii iiobtem-se a?L e xM , segunda aproximação de xL e xM:
2 2
82) = xp------y" (oLi + «P )
e
83) a;M
= *p - 4- (bM,+v-
A partir destes valores obtém-se os de vL , cL , vM , cM e ainda
2 2 2 2os de y e yr . Conhecidos estes resultados as equações 80) e 81)
2 *^2permitem calcular as segundas aproximações de vp e cp (ou ^p), 
continuando a proceder da mesma forma até se obter em duas deter­
minações sucessivas valores julgados suficientemente próximos.
Para exemplificarmos como é possível atender às condições nos 
limites suponhamos conhecido o valor de c sobre o eixo x = o e seja 
R (o, t = t + M) um vértice da malha pertencente a este eixo.
R O
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A característica de jusante que passa por R intersecta o eixo t = tQ 




donde, por ser a;R= o e tR— tr = \t,
85) *T =-------^}-{bT + bR).




“T -T * T ' 2~ )'
em que SR se pode expressar apenas em função de vR por ser conhe­
cido o valor de c.
R
Admitamos, em primeira aproximação, que T coincide com Ti, 
vértice da malha traçada e sejam vT , cT os valores que definem o
estado de movimento em T\. Conhecendo estes valores determina-se GT 
e, resolvendo a equação 87), obtém-se t;
R
A partir destes valores calcula-se, por 85) novo valor de a?T, 
prosseguindo-se o cálculo até a aproximação desejada.
O método pode usar-se, em princípio, quaisquer que sejam os lados 
da malha traçada. Porém, o número de tentativas e consequentemente 
a rapidez de cálculo será tanto maior, quanto mais próximo dos va­
lores reais forem os arbitrados inicialmente ou seja, quanto mais as 
diagonais dos rectângulos da malha se aproximarem das caracte- 
rísticas. Como estas têm, em dado ponto, coeficientes angulares dados 
por V gy + v e v — / gy e como muitas vezes v é pequeno em rela­
ção a V gy, podemos tentar atingir este objectivo fazendo A# = 
= \/ gytà, sendo y um valor não muito diferente dos que se verificam 
na realidade para o caso em estudo, o que justifica que os primeiros
vR~vt-FR + Ft = 9{ S„
SR + ST
\t
vr + ~2 gS*At = Gt + Fk COm
O- = m --- W 4- n\i / .ç? O
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valores a arbitrar devam ser os correspondentes aos vértices da malha 
traçada.
Nota-se ainda que, embora este método permita determinar os 
estados de movimento em secções e instantes prèviamente fixados, 
obriga ao conhecimento dos estados de movimento em secções onde, 
em geral, eles só se podem calcular por interpolação.
Suponhamos agora que F = 2c (o que se verifica se os taludes 
forem verticais dentro do campo de variação de y) e recorramos à 
fórmula de Gauckler-Strickler para calcular S. Nestas condições as 
equações 80) e 81) escrevem-se
vp




89) cp =------ i------
cp
Calculado, por 89), o valor de cD, é fácil determinar y =-----p p g
e Rp. Conhecendo este valor pode resolver-se a equação 88) obtendo 
assim o valor de vp. Para isso façamos
q\t




91) G 4* GL M = K.
Então 88) cscreve-se
92) Ivp2 + 2vp — K = o
donde, por ser, vp > o,
— 1+ vTTJx
93) I
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Da mesma fora, 87) escreve-se
94)
ou
95) /V + 2»r-2«?t + V =o
donde, sendo vn > o,
K
— 1 + v 1 + 21 (Gr + Fr)
96) vR I
Para exemplificar a aplicação dos dois processos a que nos aca­
bámos de referir tentámos resolver um caso concreto, utilizando na 
realização dos cálculos o computador electrónico existente no Labora­
tório Nacional de Engenharia Civil. O exemplo considerado foi adap­
tado de Ven-te-chow (1959).
— Um canal cilíndrico, suposto indefinido, de secção rectangular 
muito larga, transporta um caudal de 4,635 m3/s por metro de 
largura do fundo. Numa secção a montante — secção de con­
trole — registam-se as alturas de água verificando-se que a 
equação do hidrógrafo de dada cheia era
A rugosidade do canal corresponde ao valor do coeficiente de 
Gauckler - Strickler k = 33,5 e o declive da rasante é Sn = 
= 0,00019. Estudar o movimento.
a) Condições iniciais
Aplicando a fórmula de Gauckler-Strickler tem-se
711y = 6,55 — 2,56 cos------(distâncias em m, tempo em h).
48
2 1
q = kyR3 8„2
donde, por ser o canal muito largo,
5 1
q = ky3 S02 .
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Tem-se, portanto,
3
A velocidade da corrente e a celeridade das pequenas intumescên­
cias valem, neste caso,
v = ^ = 1,162 m/s
y
e
c = / gy = 6,253 m/s.
Portanto, para t = o, o estado de movimento em qualquer secção 
do canal define-se pelos valores de c e de v, acima calculados.
b) Condições nos limites.
A sucessão dos valores de y (ou de c) que se verificam ao longo 
do tempo na secção de controle (hidrógrafo de cheia) são as condições 
nos limites.
Considera-se a secção de controle como secção inicial do escoa­
mento (x = o).
c) Canal rectangular
Para estes canais, tem-se, 58')
F(c) = 2c = 2 igy~ 
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d) Solução do problema
Conhecidas as condições iniciais e nos limites e, atendendo às 
formas particulares que tomam neste caso as funções F, S e /, estabe- 
leceram-se os programas relativos aos dois processos de cálculo, ante- 
riormente descritos.
I — Para aplicar o primeiro daqueles processos de cálculo, consi­
derámos o canal dividido em trinta troços, com um comprimento de 
5 000 m cada.
O programa foi elaborado de forma a que a máquina apenas im­
primisse os sucessivos valores de v e c, relativos aos pontos situados 
acima da característica que parte da origem, de equação
em que t>o e co são os valores de c e v para t = o.
Os valores obtidos constam da Fig. 3.6, cuja análise torna possí­
vel verificar que nas primeiras três horas após o início da cheia são
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ainda pouco apreciáveis as variações da velocidade e da altura da água 
no canal a jusante da secção de controle.
Para alargar o campo da solução no espaço e no tempo haveria 
que continuar o cálculo durante um período de algumas horas. A so­
lução de escolher intervalos maiores, para abreviar os cálculos, não é 
viável pois, como se referiu, os troços de canal deverão ser tais que E 
se mantenha pràticamente constante. Para troços longos tal não acon­
tece e os resultados começam a divergir.
Durante o período a que se referem os resultados apresentados os 
valores devec não variam de forma apreciável pelo que a inclinação 
das características também pouco varia, ficando os pontos do diagrama
Fig\ 3.7 — Cálculo da propagação de uma onda de cheia. Resultados obtidos
0xt aparentemente ordenados. Se a variação fosse apreciável já a dis­
posição dos pontos seria muito mais irregular.
II — Neste caso começamos por determinar \x e M necessários 
para definir a malha a usar. Como o valor de c é bastante superior ao
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de v procurou-se que aqueles valores satisfizessem, embora de forma 
aproximada, a
Ax = cAt..
O hidrógrafo mostra que, na secção inicial e num período de 24 h 
após o início da cheia, o valor de c varia de 6,25 m/s a 8,01 m/s. A 
velocidade de propagação de uma pequena intumescência é, inicial­
mente,
w = v + c = 1,16 +’6,25 — 7,41 m/s,
e porque este valor está compreendido entre os dois anteriormente 
apresentados faremos
Ax = 7,41 At
donde, considerando At = 3 h, vem Ax s 80 km.
Definidos os lados da malha a usar estabeleceu-se o correspon­
dente programa. Considerou-se que as características de montante e
Fig. 3.8 — Propagação de uma onda de cheia. Gráficos das fun­
ções c(t) para várias secções do canal
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jusante que passam por um dado ponto P (x, t„ + At) intersectam o 
eixo t =t„ entre x— to e x +to. Abaixo da bissectriz de 0:rt (Fig. 3.7) 
os estados de movimento são iguais entre si e correspondem aos do 
movimento uniforme, pelo que não foram calculados.
Os resultados conseguidos constam da Fig. 3.7 e com eles se 
construíram os gráficos das figuras 3.8 e 3.9. A primeira mostra, para 
cada uma das secções consideradas (x = 0,80,160, ... km) a variação 
de c ao longo do tempo; a segunda permite analisar, para dado ins­
tante, (t = 3,6 ..., 30 h) os vários valores de c ao longo do canal.
Na figura 3.7 indicam-se a ponteado os resultados, apresentados 
em Ven-te-chow (1957) e obtidos pelo processo gráfico de Lin (1952), 
para uma secção a 50 milhas da secção de controle e para as primeiras 
24 h após o início da cheia. Pode verificar-se a semelhança entre esta 
curva e a traçada para a secção x = 80 km.
Fig. 3.9 — Propagação de uma onda de cheia. 




PROPAGAÇÃO DE ONDAS SOBRE LEITO SECO
4.1 — Generalidades
A propagação sobre leito seco constitui problema ainda relativa­
mente pouco estudado, quer teórica, quer experimentalmente. Em 
geral sob esta designação, estuda-se o escoamento resultante da aber­
tura total ou parcial de uma adufa que obstrui o canal, ocupando toda 
a largura deste ou só parte dela.
Os trabalhos realizados permitem afirmar que, de modo geral, os 
factores que mais influenciam o escoamento são: a cota do plano de 
água a montante da secção da adufa, as dimensões e localização desta, 
relativamente à secção do canal e, no caso de abertura parcial, o grau 
de contracção vertical e lateral no orifício, a forma da secção trans­
versal do canal e a natureza do leito sobre o qual se propagam as 
ondas.
O elevado número de factores de que depende o escoamento evi­
dencia a extensa gama de observações necessárias para esclarecer a 
influência de todos eles, dadas as numerosas possibilidades de com­
binação.
De qualquer forma ao abordar o estudo deste problema podem 
considerar-se duas fases. A primeira caracteriza-se por variações brus­
cas do caudal, da profundidade da água, da velocidade da frente de 
onda, da forma da superfície livre, etc., sendo o regime do tipo que 
Levin (1952) designou por eminentemente variável. A esta fase, de 
duração muito curta, da ordem dos décimos de segundo, segue-se uma
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outra, mais estável, em que o movimento se pode considerar como 
gradualmente variável.
Dadas as suas características compreende-se ser difícil abordar 
quer teórica, quer experimentalmente o estudo da primeira das refe­
ridas fases, podendo, no entanto, citarem-se os trabalhos de natureza 
teórica devidos a Levi-Civita (1925) e os experimentais realizados 
por Volkov (1956) que, recorrendo à filmagem, obteve resultados de 
interesse.
No entanto, a generalidade dos trabalhos sobre escoamento em leito 
seco refere-se à segunda das mencionadas fases devendo destacar-se 
os estudos teóricos de Saint-Venant (1871), Boussinesq (1877), Ritter 
(1892), Schoklitsch (1917) e de De Marchi (1945) e os de carácter 
experimental de Schoklitsch (1917), Trifonov (1933) e Volkov (1956).
Começaremos por indicar os resultados teóricos relativos à se­
gunda fase deste tipo de escoamento, referindo seguidamente as con­
firmações e correcções resultantes dos estudos experimentais.
4.2 — O problema da queda da barragem
O estudo do escoamento resultante da destruição instantânea e 
total de uma barragem, estando o leito, a jusante, seco, é dos proble­
mas que se incluem neste capítulo o que maior atenção tem merecido. 
Este caso corresponde afinal ao levantamento total e instantâneo de 
uma adufa que ocupa toda a secção do canal.
Os estudos realizados, teóricos e experimentais, referem-se a 
canais cilindricos, em geral de secção rectangular, de rasante horizon­
tal e para os quais se pode desprezar o efeito da rugosidade do leito.
Em todos os casos da abertura da adufa resulta uma onda negativa 
que se propaga para montante e outra positiva que se propaga para 
jusante.
4.2.1 — Canais de secção rectangular
Para canais de secção rectangular nas condições referidas, isto é, 
com rasante horizontal e de rugosidade desprezável, Saint-Venant 
(1871) e Boussinesq (1877) realizaram uma primeira integração das 
equações do regime variável (1.3.2) tendo estabelecido as equações
D v = + t 2gy + const.
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bx bt
admitindo esta última um integral geral da forma
3) V — f — u>t)
sendo / uma função arbitrária dependente das condições nos limites.
Neste caso, no início do escoamento, ou mesmo após o seu início, 
a montante da zona atingida pela onda de depressão, tem-se y = y„ e 
v = o, pelo que 1) se pode escrever
4) v = +12gy + V 2gy„
sendo v a velocidade na secção em que a profundidade da água é 
igual a y.
Convencionando que o sentido positivo das abcissas é da esquerda 
para a direita e que as velocidades serão positivas quando tiverem 
este sentido tem-se
5) v = 2 V gy„ — 2 \J gy.
Como anteriormente já se tinha estabelecido (1.55), a velocidade 
com que se propaga o valor y da profundidade da água é
dv
6) w = v + y------
d y
donde, por 5),
7) w = 2 \Z~gy,, — 3 Vgy7
A celeridade daquele valor da altura de água, é
8) c = w — v — — V gy.
Por sua vez, de 3) vem
9) x = wt + q> (y) = (2 Vgy~0 — 3V~gy) t + (r (y)
em que tp (y) é uma função a determinar pelas condições nos limites, 
se fôr conhecida a lei de variação de y com t na secção da adufa, como
é o caso da abertura progressiva, ou pelas condições iniciais, como 
acontece por exemplo quando se conhece a superfície livre da água 
no instante t = o.
Supondo a origem das coordenadas na própria secção da adufa, 
as condições iniciais mostram que para t = o é x = o donde <p (y) = o 
e, portanto,
10) x = (2 Vgy„ — 3 \ gy) t 
ou
11) y = ~^í 24 —-
9» \ t
equação que define o perfil superficial em cada instante.
A estes mesmos resultados se pode chegar com base na teoria 
das características (Fig. 4.1).
218 ANAIS DO INSTITUTO SUPERIOR DE AGRONOMIA
x
Fig. 4.1 — Pro-pagação de uma onda sobre fundo seco em canal 
de secção rectangular
Nesta figura a zona 2 corresponde a um estado de repouso e a 
zona 1 corresponde a um conjunto de estados de movimento, usual­
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mente designado por onda simples em que, como vimos (1.3.5) uma 
das famílias de características é formada por rectas e a outra por 
curvas.
No caso do canal rectangular as equações das características no 
plano Oxt são
ÕlOC
12) ------= v ± \ gy
d t
e no plano 0vy
Integrando 13) vem
14) v = + 2 Vgy + const.
A separação entre as zonas 1 e 2 é feita por uma característica
___recta de equação —— = — V' gyo, sobre a qual é v = o e y = yo.
Por qualquer ponto genérico P (x, t) da zona 1 passam duas ca­
racterísticas, uma recta e outra curva. Ao longo desta é, 14),
15) v + 2 V gy = const
e como esta característica curva intersecta a característica recta 
x = — \Jgyat, v e y satisfazem a relação
16) v + 2 \J gy = 2 SÍgyl.
Por outro lado como a característica recta que passa por P per­
tence ao feixe de rectas que passam pela origem, é
17) _ÊeL = _£L = t,_^
d t t
e, atendendo a 16),
18) — = 2/gy0 — 3 Vgy. 
t
Resolvendo esta equação em ordem a y obtem-se 11).
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As equações 5) e 11) fornecem, segundo De Marchi (1945), uma 
representação bastante fiel do processo em estudo, pelo menos para 
os instantes que seguem imediatamente a manobra da adufa. Nestas 
condições o caudal, por unidade de largura do canal, será
19) q = vy = y (2 \/~gya — 2 [fgy) 
e a energia específica
20) H = y + = 3y — 4:\yy^+ 2yo.
De Marciii (1945), para melhor estudar este tipo de escoamento, 
torna adimensionais as equações 5), 7), 11), 19) e 20) introduzindo 
os parâmetros
e =------ , v* =--------------, c* =--------------, q* =----------------- e
yQ v'W0 v gy~0 yymT0
H x t ___H* =------ , l =------- e t =-------, sendo = t, V yy0.
y0 xt tl
Desta forma obtêm-se as seguintes equações
21) v* = 2 (1—
22) w* — 2 — 3 vTT
23) q* = 2 e (1—V ~õ
24) H* = 3 b —4 V/T+ 2
e
1 /n Â \225) e = ----- ( 2----------).9 V * J
0 estudo da forma da superfície livre pode fazer-se, a partir de
25). Se nesta equação considerarmos t = const. podemos verificar que 
as linhas superficiais são arcos de parábola, com vértice no eixo dos
xx (ou seja na rasante do canal) e com a concavidade voltada para
cima. Também 4
se conclui que, qualquer que seja t o, é e =------9
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para X = o, o que permite afirmar que a profundidade na secção da 
adufa é constantemente igual a —— y0 ( e = —— \. A velocidade, o
9 " \ 9
caudal unitário e a energia específica nesta secção serão constantes e 















Mantendo-se a profundidade na secção da adufa, a velocidade de 
propagação daquela altura de água é necessàriamente nula, como se
4verifica fazendo e =------ na equação 22).
9
4Na secção da adufa é, então, y = —— y e v9 »o * ■ ~J~* 9V° Pe‘°




o que mostra ser o regime crítico nesta secção, que, assim, separa o 
regime fluvial ou lento que tem lugar a montante, do regime torrencial 
ou rápido de jusante.
Comparando o caudal correspondente a este escoamento crítico,
27), com o que atravessa, sob uma carga y„ e com velocidade de che­









donde resulta que o caudal na secção da adufa é nitidamente inferior 
ao que atravessa um descarregador de soleira espessa.
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A equação 23) mostra que o caudal, nulo para y = y0} cresce até 
atingir o seu valor máximo na secção da adufa descrescendo seguida­
mente até se anular para y = o.
4Analisando 22) pode concluir-se que w > o quando e <-----
9
/ 4 \
(ou y <------ yv) o que mostra so se propagarem para jusante os va-
lores da profundidade da água inferiores aos que se verificam na
4secção da adufa. Por ser w < o quando y >----- yn pode afirmar-se
9
que só as alturas superiores àquele valor se propagam para montante.
Fazendo em 22) e = 1 (y = y ) vem w* = — 1 (w = —^~gy ) o 
que mostra que a frente da onda negativa se afasta da secção inicial 
para montante com velocidade igual a /~gy„. Por sua vez a velocidade 
da onda positiva que avança sobre o fundo do canal pode obter-se 
fazendo em 22) e = o (ou seja y — o) o que conduz ao valor 2 \ gy».
Pode assim afirmar-se que a onda positiva avança com velocidade 
dupla da velocidade de propagação das pequenas intumescências que 
se formam sobre a superfície livre, e bem assim superior à velocidade 
torriceliana correspondente à altura y0 que, como é sabido, vale 
v = ^ 2gy0 (ou v* = ^ 2 ). Por 21) verifica-se que a velocidade é su­
perior à velocidade torriceliana logo que fôr
2 (1 — \/~r) >1/2
ou seja quando
e < 0,0858 ou y < 0,0858 y„.
Estudando o comportamento da energia específica, 24), verifi­
camos que vale H = yo para y = yo, decrescendo seguidamente até à
2secção da adufa, onde toma o valor mínimo H =------yu) para logo
3
voltar a aumentar retomando o valor H = i/ quando y = ——— yo e
atingindo o valor máximo H = 2y„ para y — o.
As equações anteriormente estabelecidas permitem estudar os 
caracteres do movimento quer em dada secção em função de t, quer 
em determinado instante em função de x.
Assim se em 25) fizermos X = const. e positivo (o que equivale 
a considerar uma secção a jusante da adufa, a função e (t) ou y (t)
é crescente e tende assintòticamente para e =
9
mostrando que
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em qualquer daquelas secções a altura de água aumenta ao longo do
, 4tempo tendendo assintòticamente para o valor - — y„.
Para X < o, ou seja a montante da adufa, aquela função é de-
4crescente embora tenda assintòticamente para o mesmo valor e =-----
9
evidenciando que, em qualquer das referidas secções, a altura diminui
4
ao longo do tempo tendendo também para y =------y„.
9
4Por ser y =----- y„ para A = o (x = o) conclui-se que num canal
9
indefinido tenderia a estabelecer-se uma corrente de profundidade





Recorrendo a 10) vem 
30) v ~gy = 2 ,---- 1vgyo — x3 3 t














43/.. V gy, + v X-T 3g v t ) g
2 r / X \3 /q* =------ 4 + (- - 3 (-
27 L \ X / \
[23/0 + — TI ou H*L flf V t /.
X
f)]
válidas para o < e < 1 ou seja para — 1 < < 2.
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Para melhor estudar algumas características do movimento De 
Marchi (1945), admitindo sempre a hipótese de que as partículas que 
se encontram em determinada secção transversal estão todas anima­
das da mesma velocidade v, e atendendo a 31), estabeleceu a equação
35)
d#
----= v =d t
que admite o integral geral
36)
2
x = kt + 2 \/gy„ t
onde k ê a constante de integração que se calcula notando que para 
t = ty k x = xx — — tx /gyo, donde
1 2




Â. = --  3 T + 2 T .
Desta última equação conclui-se que as partículas pertencentes à 
secção a montante da adufa, e à distância xt desta, entram em mOVi-
ÍC!mento no instante (t = 1) ty = ——— e atingem a secção da adufa
^9Vo
no instante t2, dado por
1 2
39) 0 = — 3 Vgy„ ty3 t-> ò + 2/gy„ t->
donde
O tempo necessário para a partícula percorrer o espaço que 
separa a secção de abcissa Xy da secção da adufa será, portanto,
t2 — t i
Xy
8 V gy,
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Se agora eliminarmos x entre as equações 37) e x — wt tendo 
presente o valor de w, dado por 7), vem
40)
equação que representa a lei de variação da altura de água com o 
tempo.
Por sua vez eliminando t entre 37) e 40), obtem-se
41) x = tiV gy, 2ou >• =------
e3/»
A intersecção desta curva com os perfis superficiais relativos a 
sucessivos instantes evidencia o percurso das partículas podendo con­
cluir-se desta análise feita por De Marchi (1945) que inicialmente as 
partículas descem muito ràpidament.e, reduzindo-se seguidamente a 
taxa de variação de y com x.
Mostrou-se também que a energia específica era igual a y0
(H = y„ ou H* = 1) para t = lee = ——, 24). Por 41) vem /. = — 1
9
para e = 1 e l = 27 para t =----- donde se conclui que a energia que
9
era inicialmente de y o na secção x = ay, = — M gy( volta a ter aquele 
valor na secção de abcissa x = 27xlm Por ser mínima a energia na 
secção da adufa podemos afirmar que a energia a montante da adufa 
diminui muito mais rapidamente do que cresce a jusante desta secção, 
pois igual variação de energia dá-se neste último caso num troço vinte 
e sete vezes mais extenso do que no primeiro.
Os resultados teóricos estabelecidos têm sido sujeitos a verifica­
ções experimentais que vêm confirmar alguns deles e corrigir outros. 
As correcções resultam de um modo geral da influência das forças 
resistentes desprezadas no esquema teórico e que, na prática, têm 
sensível influência especialmente nas zonas em que as alturas de água 
são reduzidas e as velocidades muito elevadas.
Assim verifica-se experimentalmente que a altura de água na
_ 4secção da adufa é constante e igual a ----- y„ valor que se mantém
9
durante o tempo correspondente ao percurso de ida e volta da onda
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negativa no troço de montante. Como a velocidade dessa onda é 
I gy0 vem, se fôr L o comprimento do troço de canal a montante da 
adufa,
42) t = 2 L
Schoklitsch (1917), em ensaios experimentais concluiu que a 
altura de água na secção da adufa se mantém de facto invariável du­
rante aquele intervalo de tempo e é igual a 0,5y„.
Bõss (1927) conclui que a profundidade da água na secção da 
adufa, após ter uma fase inicial em que diminui rapidamente, se esta­
biliza quando for
y = 0,477 y„
resultado mais aproximado do teórico do que o estabelecido anterior- 
mente por Schoklitsch (1917).
Mais tarde Egiazarov (1935) confirma, através de larga série 
de experiências, os valores teóricos estabelecidos por Saint-Venant 
(1871) e Ritter (1892). Volkov (1956) confirma inteiramente com 
base em numerosas fotografias obtidas a partir de um filme com 
câmara ultra rápida, de 700 imagens por segundo, os resultados teó­
ricos e os de Egiazarov (1935) que, aliás, pouco se afastam dos con­
seguidos por Schoklitsch (1917) e Bõss (1927).
Também experimentalmente estabelece Schoklitsch (1917) que o 
caudal na secção da adufa, medido durante um intervalo de 2 a 3 
segundos após o início do escoamento era dado por
43) q = 0,288 y0 \ gy~n
valor inferior ao estabelecido teoricamente. Bõss (1927) estabelece 
por seu turno, com base em ensaios realizados num canal vidrado de 
9,00 m. de comprimento e 0,50 m. de largura a equação
q = 0,225 yQ gy0.
Trifonov (1933), comentando resultados que obteve experimen­
talmente notou que os caudais obtidos a partir da avaliação da secção
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longitudinal da massa de água a jusante da secção da adufa, embora 
aproximados dos correspondentes valores teóricos eram sempre infe­
riores a estes.
As experiências de Volkov (1956) além de confirmarem o valor 
do caudal estabelecido teoricamente têm o mérito de explicar os resul­
tados, ligeiramente inferiores, estabelecidos por Schoklitsch (1917) e 
Bõss (1927). Aquele investigador mediu sobre ampliações fotográficas 
de películas obtidas em filmagem ultra rápida as secções longitudinais 
das massas de água que, em diferentes instantes tinham atravessado a 
secção de adufa estabelecendo seguidamente gráficos que davam, em 
função do tempo, quer as áreas dessas secções longitudinais, quer os 
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Fig. 4.2 — Gráfico Q (t) para diferentes valores de yo
A Fig. 4.2 evidencia que o caudal na secção da adufa começa por 
crescer rapidamente de zero até atingir um valor máximo no qual se 
estabiliza. O intervalo de tempo necessário para se atingir aquele 
valor máximo é tanto maior quanto maior for a carga inicial yu e, 
é igual em segundos ao dobro do valor de y0, expresso em metros.
Realizou também aquele Autor ensaios utilizando o que chama o 
método global fazendo aberturas da adufa com duração de 1 a 2 se­
gundos e medindo o volume total escoado nesse intervalo de tempo o 
que lhe permite determinar valores médios do caudal inicial. Os 37 
ensaios realizados pelo método global indirecto e os realizados com 
filmagem ultra-rápida, em número superior a 20, conduziram a resul­
tados concordantes estabelecendo relação igual à 43), devido a 
Schoklitsch (1917). Esclarece, porém, que esta expressão conduz a 
um valor inferior ao caudal estabilizado que atravessa a secção da
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adufa pois inclui os primeiros instantes do escoamento em que o 
caudal varia desde zero até àquele valor máximo. Não considerando, 
porém, aqueles primeiros instantes e sempre baseando-se nos elemen­
tos colhidos por filmagem ultra-rápida Volkov (1956) conclui que 
o valor do caudal que se estabelece na secção é dado por
3 g _____
q = 0,928 y„ J - ----- y„ V gy„
27
valor igual ao estabelecido teoricamente em 27).
Um outro aspecto sobre o qual existem opiniões contraditórias 
respeita à forma das linhas superficiais. Segundo alguns autores o 
perfil superficial correspondente à primeira fase do escoamento difere 
do estabelecido teoricamente, 11). Ritter (1892) considera que ini­
cialmente as curvas superficiais tem a convexidade voltada para cima
2y0
e só depois de passado um intervalo de tempo t — V / -------- apos o
V 9
início do escoamento se estabelece o perfil teórico. Schoklitsch (1917) 
concluiu dos ensaios experimentais realizados em canais de rugosidade 
desprezável, cujo comprimento atingia os 25 m., que nos instantes 
iniciais as linhas superficiais são parábolas com a concavidade vol­
tada para cima na zona a montante da adufa e com a concavidade 
para baixo na zona a jusante.
Segundo Volkov (1956) a montante da secção da adufa as curvas 
são convexas para cima, enquanto a jusante, pelo contrário, tem a 
convexidade voltada para baixo. Afirma ainda que, embora na secção 
da adufa se estabeleça a profundidade 0,444yt> a intersecção da super­
fície côncava de jusante com a convexa tem lugar um pouco a mon­
tante da secção da adufa. Os ensaios experimentais mostram também 
que a celeridade da onda de depressão é sempre igual a y gy„. 
A influência da resistência ocasiona porém, variações apreciáveis da 
forma da frente da onda positiva que se propaga sobre o fundo seco 
e bem assim da sua velocidade.
Quanto à forma Schoklitsch (1917) refere ter a frente da onda 
positiva altura superior ao dobro do valor da altura de água nas 
secções imediatamente a montante. Volkov (1956), por sua vez, 
refere que a corrente, que se propaga em regime torrencial no troço 
a jusante da adufa, necessita energia para vencer as resistências que 
se opõem ao escoamento, do que resulta criar-se uma onda frontal, de 
altura acentuadamente superior à verificada nas secções que a seguem
bO REGIME VARIÁVEL EM CANAIS 229
imediatamente. Esta observação é concordante com a devida a Boussi- 
nesq (1877) que estudando a propagação não sobre leito seco mas 
sobre pequenas camadas de água em repouso, conclui que, por ser 
reduzida a velocidade na frente da onda, se forma uma onda frontal, 
cujo centro de gravidade dista do fundo aproximadamente 1/3 da 
altura da onda. A velocidade desta iguala a velocidade média da água 
nas secções imediatamente a montante quando for igual a cota dos 
centros de gravidade das secções e a do centro de gravidade da frente 
da onda, o que acontece quando a altura da onda for aproximadamente 
igual a 1,5 vezes a profundidade da água nas secções a montante. 
Embora não tendo estudado em especial este problema, Volkov (1956) 
sempre com base nos resultados obtidos na filmagem ultra-rápida, 
encontrou o valor 1,43 para a relação entre a altura da onda frontal 
e a profundidade nas secções imediatamente a montante. Segundo 
este Autor a concordância entre a onda frontal e a zona que a segue 
faz-se por uma superfície com a concavidade voltada para cima. A face 
anterior da onda estende-se até ao fundo do canal mantendo a conve­
xidade voltada para cima. Esta convexidade vai-se atenuando ao longo 
do escoamento tomando finalmente a onda um perfil longitudinal 
triangular.
Também na formação e propagação de ondas sobre fundo seco 
se observa a formação de turbilhões e o arrastamento de bolhas de 
ar o que deverá ocasionar consumo apreciável da energia disponível 
para o escoamento. Ora, no início do escoamento e a jusante da adufa 
o estudo teórico prevê altas velocidades, pequenas alturas de água 
e, como se viu, acréscimo muito lento e gradual da energia específica. 
Por tudo isto será de prever influência acentuada das forças resis­
tentes que se traduz numa redução da velocidade de propagação da 
onda positiva. Assim Schoklitsch (1917) verificou que as velocidades 
de propagação eram inferiores ao valor teórico (2 /gya) e mesmo 
inferiores à velocidade de Torricelli (l 2gy„) em secções relativa­
mente próximas da adufa. Por sua vez Trifonov (1933) observa que a 
velocidade da onda diminui ràpidamente com a distância à secção 
da adufa mas mantém-se constantemente superior à velocidade 
correspondente ao escoamento em regime uniforme do caudal Q„ —
g ___= —— y„ v'gyfí, na hipótese de ser positivo o declive do canal.
Eciazarov (1935), porém, considera esta última velocidade como 
limite inferior da celeridade da onda que só se verificaria na prática 
num canal de rugosidade muito acentuada pelo que, em geral, se 
registam valores consideràvelmente superiores.
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4.2.1.1 — Outros casos de propagação sobre fundo seco em canais 
rectangulares
Volkov (1956) estudou ainda alguns outros casos de propagação 
de ondas sobre fundo seco em canais de secção rectangular e com leito 
horizontal, de que seguidamente referiremos os principais resultados.
1." Caso — A secção da adufa separa dois troços de canal de larguras 
diferentes. Se fôr b, a largura do troço de montante, b2 a do 
troço de jusante e b a largura da adufa tem-se, neste caso, 
(Fig. 4.3):
T I l
b1 b2 = b 7, ^ I, _ I.
Fig. 4.3 — Esquema corres­
pondente ao caso 1
Nos diversos ensaios realizados com cargas diferentes e 
também para diversos valores da razão concluiu este
b2
Autor que o caudal e a altura da água na secção da adufa 
dependem essencialmente do valor da razão sendo pràti-
camente independentes da razão —— .
De forma geral, a altura de água na secção inicial y é 
dada por
44) V =




como se mostra no
Jl
b
1 2 4,08 12 15,3 20
Ô 0,444 0,692 0,853 0,940 0,952 0,962
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O caudal escoado na secção inicial por metro linear pode 
também obter-se pela equação
46) q = ey„ y/gyn,
em que como se viu anteriormente (bt — b = b-,) e era igual 
a 0,296, no caso de se não considerarem os primeiros ins­
tantes do escoamento e 0,288 no caso de se pretenderem va­
lores globais médios. O quadro seguinte evidencia a variação
de v- com o valor de - .
b
A.
b 1 2 4 12 20
E 0,288 0,361 0,415 0,450 0,473
Os valores de e são médias globais por serem obtidos por 
medição da quantidade total de água escoada em dado inter-
bivalo de tempo e crescem rapidamente com até esta
razão atingir o valor 5, a partir do qual continuam a crescer 
mas lentamente. Aquele Autor estabelece a expressão da fun-
) para 1 < ^ — < 20 e o < —^—
çao e < 4, valores
b y
que definem o domínio em que realizou a experimentação, 
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2.u Caso — A adufa ocupa apenas parcialmente a largura do canal, 
isto é, o canal tem igual largura a montante e a jusante da 
adufa, mas esta ocupa uma secção onde se verifica um estran­
gulamento, isto é, tem-se b, = b. > b. (Fig. 4.4).
- - - - - - - T- - - - - 1 T- - - - - -b 1 b b 2
\_ _ _ LI_ _ _ _ i_____
Fig. 4.4 — Esquema correspondente ao caso 2
Neste caso a altura da água que se estabelece na secção 
inicial (y = byu) depende essencialmente, como no caso ante­
rior, de como o mostram os números seguintes:
b 1 2 4,08 12 15,3 20
fi 0,444 0,660 0,807 0,930 0,942 0,952
Os valores agora apresentados não diferem apreciavel­
mente dos encontrados para o caso anterior, sendo contudo 
ligeiramente inferiores. Volkov (1956) estabelece a seguinte 
fórmula para calcular o valor de fi a utilizar em cada caso
1 — 0,279
48) fi = b,
1 + 0,622
b,
Quanto ao caudal, as experiências mostraram que o 
valor de e dependia, neste caso, não apenas da razão —
b
yamas também apreciàvelmente do valor da razão --- . O autor,
considerando **-■■■ Como parâmetro, traçou gráficos das fun- 
b
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ções M = M y»
\
com M = W g, verificando que no con­
junto se podiam assimilar os gráficos traçados a um feixe de 
rectas passando pelo ponto de coordenadas Af = —1,86,
y„------= 0,90. O ábaco permitiu estabelecer uma expressão





M — 0,203 V 2g V 2
0,225 \ 2g y° + 1,86 0,225 1,86
= v2 0,203 + 0,225 m y° + 1,86
Na expressão anterior o valor do coeficiente angular m
depende do valor de . Traçada a curva m = f








que mostra variar m entre zero e 25, obtendo-se o primeiro
bx
valor quando b = b, e o segundo quando--------> o.
b
Substituindo o valor de m, dado por 51) em 50) vem, 
atendendo a 46),








Especifica o Autor que o campo de aplicação de tais 
expressões não deve ser alargado para fora dos limites das 
experiências realizadas, ou seja, para
Vo1 < -----  <20 e o <------< 4.
b b
3.° Caso — Neste caso a adufa está colocada numa secção em que o 
canal estreita por deslocação de uma das suas paredes laterais 
e portanto (Fig. 4.5)
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T -----J-----
b b.i_____ t!____
Fig. 4.5 — Esquema corres­
pondente ao caso S
tem-se bx > b> = b.
Neste caso os ensaios realizados mostram que o coeficente




53) e =----------------------------- .
1,777 + 3,158
b,
Relativamente a toda esta série de ensaios convém reproduzir 
algumas afirmações do trabalho original sobre o valor dos resultados 
obtidos. Quanto às determinações da profundidade de água na secção 
da adufa os resultados apresentados devem ser considerados apenas 
como preliminares pois as medições realizaram-se sobre uma única 
vertical e nestes casos o escoamento terá de ser considerado a três 
dimensões, pois a altura de água deverá variar ao longo da própria 
secção da adufa.
Os caudais referem-se à fase inicial do escoamento englobando, 
portanto, os primeiros instantes em que o caudal cresce de zero até 
atingir o valor máximo em que se estabiliza. Assim os valores obtidos 
pelas fórmulas apresentadas serão inferiores aos máximos. Como os
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coeficientes de correcção não se devem afastar muito da unidade a 
rectificação necessária não deverá modificar de forma apreciável os 
resultados agora estabelecidos com base em numerosos ensaios.
4.2.2. — Canais de secção triangular
Consideremos as duas zonas contíguas que se podem definir num 
escoamento desta natureza: a zona 2 correspondente a um movi­
mento uniforme e a zona 1 que, sendo contígua à anterior, terá de 
ser uma onda simples, estado de movimento que se caracteriza por 
serem rectas as características de uma das famílias, (Fig. 4.6).
Fig\ 4.6 — Propagação de uma onda sobre fundo seco em canal de secção
triangular
As equações das características são, no plano 0xt
dx 4 / gA
54) — = v + y ■
Bd t V
e, no plano 0vy,
dv . / gB
55) — = + v -dy v A
Para um canal triangular, Fig. 4.6, é , fazendo
A = ny2 e B = 2 ny







58) v = + 2 v2 g y + const.
Por dado ponto genérico da zona 1 passará então uma caracte- 
rística recta « e outra curva f». Esta última encontrará necessaria­
mente a característica recta que separa as zonas 1 e 2, de equação
n/«—, obtida fazendo em 56) v = o e y = y„, e esco- 
2
lhendo o sinal — por a onda se propagar em sentido contrário ao do 
escoamento. Portanto ao longo de p terá de ser, por 58).
59) o = — 2 [ 2gyQ + const.
e
60) v = 2 \ 2gy„ — 2 \ 2gy.
A equação da característica <t é, assim,
61)
donde, por 60), 
62) 2 \ 2gy.
ou, ainda,
63) y = —-— (—------ 2 \'2gy\
25g \ t )
equação da linha superficial que é ainda uma parábola de eixo ver
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tical e vértice na rasante do canal, o que mostra ser a profundidade 
16constante e igual a ------y0 na secção da adufa (x = o).
25
Por 62) verifica-se que o vértice da parábola ou seja a frente da 
onda positiva que se propaga sobre fundo seco, para a qual é y = o,
tem velocidade igual a 2 V 2gy„ e por sua vez o ponto em que a parábola 
corta a linha superficial inicial, para o qual é y = y„, desloca-se com
velocidade igual a------— ' 2gyn.
2




Q = ny2 (2 v2yy„ — 2 \2yy )
H = y + -----  = 5 y + 4 y„ — 8 \ yy„.
2</
A velocidade é, por 61),
66) w
/ gy ___ 5 ___
= v — y ------ = 2 \ 2gy, — ------ V 2gy .
As expressões anteriores podem escrever-se como relações entre
Vos parâmetros adimensionais e = ------ , v* ------------
yQ vtyy
Q H
Q* = --------- ------— e H* = ------ , obtendo-se
ny20V!2gyo yo
67) u* = 2 (1-| T )
68) w* = 2---------- —
2
69) Q* = 2f2 (1— \J 7)
70) H* = 5 f — 8 V/_T + 4.
v w-- , u;* = ------
V 2gy,
Fazendo em 67), 68), 69) e 70) e 16
25
e atendendo aos valores
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\ 2gy„ ( v* ) ; w = o (to* = o) ;
392
3125
e H — y-
A equação da linha superficial pode também tornar-se adimensio-
x t - - - - - - - -





equação que mostra ser constante e igual a 16~25 y„ a ordenada na
16secção da adufa ( x = o, X = o e portanto e =----- j. Nesta secção o
25 J





verificando-se assim que o regime é crítico nessa secção.
Toda a análise feita por De Marchi (1945) para os canais rectan- 
gulares é aplicável a este caso; em particular o estudo dos caracteres 
do movimento em dada secção em função de t (x = const.) ou em dado 
instante genérico (í = const.) em função de x poderia fazer-se fácil- 
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e, substituindo este valor, em 60), 64), 65) e 66) obtem-se expressões
xque dão v, Q, H e w em função de ——, que seguidamente se poderão
L
tornar adimensionais.
4.2.3 — Canais de secção parabólica
Para estes canais (Fig. 4.7) tem-se
4 .___ ___A =------y \J2py donde B = 2 \ 2py .
Fig. 4.7 — Canal de secção 
parabólica











77) v = T \ 6gy + const.
Raciocínio idêntico ao feito anteriormente para canais de secção 
rectangular ou triangular permite afirmar que para a característica 





e, ao longo da característica curva que passa por esse ponto é
79) v + V 6gy = \ 6gy„
donde
80) v = \r6gy„ —võgy .
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Substituindo este último valor em 78), vem,
81) = v6gy0 — -i- l Qgy
t 3
donde
82) 3 / xy ~ —— —
- ---- \2— V 6gy„)32^ V t /
equação que mostra continuarem as curvas superficiais a ser parábolas 




83) w = \ Qgy„------— l 6gy .
3
v2Por ser Q *= Av e H = y +------, tem-se
2 9
84) Q =? —— y \ 2py (v'6gya — \ 6gy)
3
e
85) H = \.y + 3y„ — 6| yyu.
4.2.4 — Canais de secção biparabólica 
Para estes canais tem-se
y3 y2
A =----- e B =------
3 p V
donde, as equações das características e das suas projecções em 0vy 
se escrevem
87)
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Integrando estas últimas equações tem-se
«
88) v = + 2 i;3gy + const. 
donde resulta que v e y devem satisfazer à relação
89) v + 2 V 3gy = 2 i 3gy„
ao longo de qualquer característica curva.
Por sua vez tem-se, para qualquer característica recta,
donde
91) —— = 2 V 3gyn------— V 3gy
t 3
e
92) y = ----- 2^3^Y.
49g { t J
As linhas superficiais são assim, 92), parábolas passando todas
pelo ponto x = o, y =------y„.
49
4.2.5 — Canais de secção trapezoidal
Para estes canais é aplicável tudo o que ficou dito para os canais 
rectangulares desde que se considere, nas equações estabelecidas em 




5.1 — Equações do regime rapidamente variável
No regime ràpidamente variável, em que a curvatura das trajec- 
tórias é acentuada, admite-se, dadas as rápidas variações da profun­
didade da água, que a linha superficial apresenta uma descontinuidade. 
Admite-se ainda, contràriamente ao que se passa no regime gradual­
mente variável, ser possível desprezar a influência do atrito, havendo 
porém que atender ao efeito das componentes verticais da aceleração.
Produzem-se movimentos desta natureza sempre que se realizam 
manobras bruscas dos órgãos de comando de caudais, como seja, por 
exemplo, a abertura muito rápida de uma adufa.
Consideremos então uma onda de translação (Fig. 5.1) que se 
propaga de montante para jusante num canal e suponhamos que a
ÍD
Co C Do D
Fig. 5.1 — Esquema de uma onda de translação
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frente da onda se desloca paralelamente a si própria com movimento 
de translação uniforme, o que corresponde a supor o escoamento a 
duas dimensões.
Seja w a velocidade da frente da onda e v„ e Vi a velocidade média 
nas secções 0 e 1. Seja ainda BoCoDoE„F„H0 a configuração do sistema 
material considerado no instante t e BCDEFH a configuração no 
instante t + dt.
Designando por A(l e Ay as áreas das secções 0 e 1 podemos ime­
diatamente concluir que a massa p A^df de B„C0BC iguala a soma das 
massas p (A: — A„)wdt de DuE0DE e pA0v0df de F0H„HF, ou seja,
1) p AiVidt = p wiAi — A0)dt + pAofodí, 
donde
2) A, (v,— w)—A0 (v0 — w)=o.
Atendendo a que = A,Vi e Ç0 = A0v0 a equação 2) escreve-se
3) Çi — Qo = w (A, — A,,).
As equações 2) e 3) são formas diferentes da equação da conti­
nuidade para o regime ràpidamente variável.
Para estabelecer a equação dinâmica do movimento consideremos 
um triedro * ligado à frente da onda, admitamos que o canal é de 
pequeno declive longitudinal e apliquemos o teorema da impulsão ao 
sistema material atrás definido, projectando sobre um eixo horizontal.
A diferencial da quantidade de movimento daquele sistema ma­
terial vale
4) pA0v0 (Vo — w)dt — pA^i (vt — w) dt.
Desprezando o atrito as únicas forças cujas projecções sobre aquele
^eixo são diferentes de zero são as pressões totais Px e P0 da água nas 
superfícies B0Co e F0H„, respectivamente. A correspondente impulsão 
elementar projectada é
5) (Pi + P0) dt = y (Aj ih — Art iio) dt,
em que ru e % designam as distâncias à superfície livre dos centros de 
gravidade das secções 1 e 0.
* Como o triedro se desloca com movimento de translação uniforme o prin­
cípio da relatividade da Mecânica Clássica permite considerá-lo como galileano.
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O teorema da impulsão permite escrever, igualando 4) e 5) e 
simplificando,
6) A„vo (Vo — w) —A.u, (Ua — w) = g (Axria— A0ri0).
Designemos por h = yl — y0 a altura da onda e por n a distância 
à superfície livre do centro de gravidade da área \A = A, — A0. Tem- 
-se, então,
Ax r), — A» »io = A0h + n A A, 
pelo que a equação 6) pode ainda escrever-se,
7) A0Vo (Vo — w) — AtVi (v, — w) = g (A„h + 11AA).
As expressões 6) e 7) são formas diferentes da equação dinâmica 
do regime ràpidamente variável.
Eliminando Vt entre as equações 2) e 6) ou entre 2) e 7) vem
8) W = V o ±
gAy (A, T|a — A0 rio)
Ao (Ai — Ao)
= V0 ± + A,,
e, eliminando v0 entre as mesmas equações,
9) w = Vi ±
gAo (Aiti!---A0ri0)
Al (A, —Ao)
expressões que permitem calcular a velocidade das ondas de trans­
lação.
Em particular a velocidade das ondas que se propagam sobre água 
em repouso pode obter-se fazendo v„ = o em 8).
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Para os canais de secção rectangular as equações 8) e 9) es­
crevem-se
10)
*=V.±Jg *!-*! + * m
Vo 2
/ /„ , 3 h 1 h2= Vo +\ gyJ 1 +----------+-----------
V 1 2 y0 2 y02
e
11) W — Vx y o + y,
2
3 h + 1 h2 \
2 yi 2 ys )
Para ondas de pequena altura 10) pode escrever-se
e, se a altura da onda fôr tão reduzida que se possa desprezar não só 
h2 , , ,-----  mas também ------, tem-se
yo2 3/o
13) iv = Vo ±V~gyi„
que é a conhecida fórmula de Lagrange.
Designemos por 2n a razão da variação da largura à superfície e 
da altura da onda
14) 2n = B, — Ba
h
e suponhamos que esta razão é constante quando a profundidade varia 
de y0 a yx. Tem-se assim
15) — A„ = (Bo + nh) h
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donde
16) A,, h A,, Ao 1
\A B„ + nh Bu 1+ Kh
B0
Ao nh + /nh V
B0 B,, V Bn /
e, desprezando os termos que incluem potências de ordem superior ou 
igual à segunda,
17) h nh = Vo ( 1
A A B0 \ B o
sendo y0 a profundidade média na secção o. 
De 15) vem








A' =i + ^é_ = i + _A_/'i+ nh
Ao l/o B,
A, h
Substituindo em 8) —- e A0----- pelos valores obtidos em 17)
Af, AA
he 19) vem, admitindo ser ii =----- ,
20, „ = ±^ç\y. + A_j [l + -±(l + «-£)]
donde, efectuando o produto e desprezando as potências de ordem su­
perior à primeira, vem
w = v o ±V 9yo ^ T-
co4T-
1__ 2ny0 \
L 2 y0 \ 3B0 )\
21)
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ou, aproximadamente,
22) W = V0 ± ^gy o
equação deduzida por Boussinesq (1877).
As equações 21) e 22) escrevem-se para canais com taludes ver­
ticais na zona de variação da superfície livre, isto é, de y0 a yu
Se nesta dedução se desprezarem as potências de h de terceira 
ordem e superiores, obtemos
que, para canais com taludes verticais de j/n a se identifica com a 
equação 10), desde que nesta se faça y0 = t/0.
No caso de ser h muito pequeno relativamente a y,t a velocidade 
das ondas de translação é
26) W = V0 ± \ gy0 .
A celeridade destas ondas, ou seja, a sua velocidade relativamente 
à corrente sobre que se propagam, será




As equações anteriormente estabelecidas mostram que a celeri­
dade se pode obter multiplicando v' gy0 por um factor « superior à
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unidade e tanto maior quanto mais elevado for o valor de —;—. Para
Vo








Segundo De Marchi (1948) podemos considerar verticais os taludes 
de um canal (n = o) quando









Este autor considera ainda ser desprezável o termo ——
que figura em 10) ou na expressão equivalente resultante de 25) 
quando este termo fôr inferior a 0,02 (ou h < 0,2y„) e mesmo quando 
fôr h < 0,43/0, do que resulta ser possível não considerar este termo, 
por exemplo, em ondas de perfil ondulado.
Resolvendo 2) em ordem a w podemos escrever
oox A1v1 — A0Vo
28) w ---------------------
A, — Ao
e, resolvendo 6) também em ordem a w, vem
A, (flrii, + ri2) —Ao (g*io + v0-)
29) w =
A, v, — Ao v0
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Igualando 28) e 29) tem-se
30) (AiVj A0v0)2 = (Ai — A0) [A, + v/-)—A0 (^íio + v02) ],
»
equação que relaciona as alturas de água e as velocidades nas secções 
0 e 1. Se o canal tiver secção rectangular, a equação 30) escreve-se
31) (Vi— v„)2 = g (yt —1/„)2 — .
2t/o2/i
Por sua vez, tem-se, 10),
32)
donde
c — vo — v0
Vo + y.
2
33) y0 + yl _ c2 
2y» gy>




V1 = vn +--------,
yi
35) Vi = Vo +
gh y, + y0
36)
c 2 y0
No caso da altura da onda ser reduzida yx s y0 donde, por 35)
, gh
Vi = Vo + —---.
A altura da onda, h, pode obter-se directamente relacionando 3) 
e 15), donde,
37) Q i — Q o 
w (Blt + nh)
Conhecendo as características da corrente sobre a qual a onda se 
propaga as equações 2) e 9), ou as que dela derivam, permitem calcular
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w e h. Como a solução é, em geral, bastante trabalhosa recorre-se nor­
malmente a processos por tentativas. Favre (1935) estudando a reso­
lução do sistema formado pelas equações 22) e 37) aconselha come­
çarmos por fazer h = o nos segundos membros das equações. A pri­
meira daquelas equações fornece um valor de w, que substituído na 
segunda permite obter uma primeira aproximação de h. A partir deste 
valor a equação 22) conduz a novo valor de w que, introduzido em 37) 
conjuntamente com o valor de h calculado anteriormente em primeira 
aproximação, permite determinar a segunda aproximação de h. As 
tentativas far-se-ão até obtermos dois valores consecutivos de h con­
siderados suficientemente próximos. A convergência é, em geral, rá­
pida, especialmente para ondas de fraca amplitude, pelo que, na maioria 
dos casos, não são necessárias mais que três aproximações.
Sempre que seja preciso estudar a propagação de várias ondas 
sobre uma mesma corrente uniforme de caudal Q() é útil traçar-se o 
gráfico da função definida por 37), pois neste caso a velocidade de­
pende exclusivamente do caudal.
Em todas as expressões acima referidas em que aparece o sinal + 
o sinal + refere-se às ondas de montante e o de — às de jusante.
5.2 — A variação da energia no atravessamento de uma onda 
de translação
Seja Hn a energia mecânica total do sistema material B0CoDoEoF0Ho 
(Fig. 5.1), em dado instante t0, e H0— dH a energia do mesmo sis­
tema no instante t0 + dt. Consideremos um referencial ligado à frente 
da onda, isto é, animado de movimento de translação uniforme de velo­
cidade igual a w.
No instante t + dt a posição do sistema material, reiativamente a 
este referencial, será B,„C’„D„E,1F,0H,o com B„B’„ = C„C’„ = (v, — w) dt 
e F«F’n = H„H’0 = (Vn — w) dt. (Fig. 5.2).
Cq C» De
Fig. 5.2 — Esquema de uma onda de transla­
ção. Movimento relativo
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38)
A variação de energia do sistema naquele intervalo de tempo é
(Vi — w)2dH = yA, | yx + 




| (Vi — w) dt —
j (v0 — w) dt,
ou, para um canal rectangular de largura unitária,
39) dH~dT
■ = vyi £








Se considerarmos que a energia mecânica deverá ser função não
crescente do tempo, tem-se que d H~áT > o.
Seja ainda F o fluxo de massa, na unidade de tempo, através da 
frente da onda, orientado no sentido do escoamento, que, por 2), se 
pode escrever
40> F = p3/i (vi — w) = p t/„ (v0 — w)= —
sendo Q„ o overrun (1.3.1).
Então 39) toma a forma
41) d H~dT Fg I Vx — Vo + 2g
(Vj----W)2-----  (V0-----W) 2
* A este mesmo resultado se poderia chegar atendendo a que a energia 
mecânica do sistema relativamente ao referencial móvel considerado é, para um 
canal rectangular de largura unitária,
Fazendo tender mantendo sempre a descontinuidade interior ao
sistema, vem
equação idêntica a 39).
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Fazendo tender para zero a distância entre as secções B„C0 e F„H„ 
de forma a que a descontinuidade se mantenha sempre no interior do 
sistema material considerado, a expressão anterior mantém-se. Em 
particular, admitindo que as secções C’0B’0, D0E0 e F0Hu coincidem, 
podemos concluir que, ao atravessar a frente da onda a energia me­
cânica da massa Fát sofre uma redução dada por
42) dH = Fát 9 (2/i — 2/o)
De 10) e 11) vem
9 2/i(v0 — w)2 =-----------iyi + y0),
2 y0
e
9 Vo(v1—w)2 =-----------{y i + y o).
2 yx





= Fg 2/i — 2/o + — (3/t + yò) 
4




dtf _ (3/t — 3/o)3-------= — Fp ---------------------
d t ±y0yi
45) d H (2/t — 3/ o)3-----= yÇo--------------
d t 4t/i2/o
As expressões 44) e 45) permitem calcular a perda de carga dH, 
correspondente à passagem através da frente da onda da massa Fát 
ou do peso yÇodt. Estas expressões mostram que existe variação de 
energia sempre que y0=j=yu isto é, sempre que exista uma descontinui­
dade. Neste caso, não considerando a existência de fontes de energia 
na frente da onda, é de admitir que as partículas percam energia
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5.3 — Ondas positivas e negativas
Qualquer onda pode considerar-se formada pela sobreposição de 
ondas elementares, mostrando as expressões anteriormente apresen­
tadas (p. ex. 10) que as celeridades são maiores nas ondas cimeiras. 
Deste facto resultam consequências bem diversas para as ondas nega­
tivas e positivas, confirmadas experimentalmente. Assim, enquanto 
nestas últimas as ondas elementares se combinam para, eventualmente, 
se formar uma frente bem pronunciada e estável, nas segundas a di­
versa velocidade das ondas elementares provoca o alongamento da 
frente da onda, pelo que neste caso não se apresentam descontinuidades 
evidentes da linha superficial.
A análise das fórmulas 44) e 45) atrás deduzidas permite obter 
uma confirmação deste facto. Consideremos uma onda negativa de 
jusante, (Fig. 5.3) para a qual hyy>y0ew< o, donde F > o, pelo que 
dH
----- < o, o que contraria a hipótese atrás feita de que uma partícula
dt
de água não pode aumentar a sua energia ao atravessar a frente da 
onda. Para as ondas negativas de montante (Fig. 5.3), sendo | v, | < | w ,
dHé F < o e í/, — y0 < o, donde vem igualmente ----- < o.
df
a ) de jusante b) dtf montante
Fig. 5.3 — Ondas negativas
Para as ondas positivas de montante é F < o, no caso de ser 
| Vi \ < ' w | e y{ > y0 e para as de jusante é y, — y0 < o e F > o, pelo
_ d H
que, em ambos os casos, ----- > o.
df
Analisando o sinal do fluxo de massa, F, podemos referir que, nas 
ondas positivas, as partículas movem-se sempre, relativamente ao 
referencial móvel, da região de menores profundidades de água para 
a de maiores alturas de água. Atendendo a que, como referimos, no re­
gime rapidamente variável se tem F^to podemos recorrer à proprieda­
de anteriormente referida para definirmos o que se entende por frente e 
por cauda de uma onda, para o que basta convencionar que o fluxo
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se dirige sempre da frente para a cauda, podendo assim dizer-se que 
a cota da superfície livre é menor à frente da onda do que na cauda, 
como observa Rayleigii (1944).
5.3.1 — Ondas positivas
Como se referiu as ondas positivas podem ser de montante ou de 
jusante, conforme o seu sentido de propagação sobre a corrente.
Na literatura em língua inglesa às ondas positivas ainda se apli­
cam os termos surge e hydraulic bore, o primeiro designando em geral 
ondas provocadas pela abertura ou fecho bruscos de órgãos regula­
dores de caudais e o segundo referindo-se às ondas de maré, ou seja, 
ao macaréu.
Ven-Te-Chow (1960) refere alguns casos notáveis de ondas posi­
tivas quer de montante quer de jusante. Entre as primeiras destacam- 
-se a cheia de Johnstown em 1889 provocada pela queda da barragem 
de South Forth (Pensilvânia) que originou uma onda de 40 m. de 
altura, propagando-se com a velocidade de 220 m/s a que deveria cor­
responder um caudal de 5.700 m3/s; a cheia do Heppner, resultante 
de uma tromba de água que caiu sobre Willow Creck (Oregon) em 
1903 e ainda a cheia que resultou da queda da barragem de St. Francis 
(Califórnia) em 1928.
Como exemplo de ondas positivas de jusante aquele mesmo autor 
cita os casos de macaréu nos rios Chien Tang (China), Severn (In­
glaterra) e ainda nos cursos de água que se reúnem na baía de Fundy 
(Nova Escócia). Ainda se produzem ondas deste tipo nos canais que 
abastecem turbinas quando se reduz bruscamente o caudal admitido 
a estas.
Quando é fraca a amplitude destas ondas a sua frente decom­
põe-se numa série de ondulações secundárias, cujo número aumenta 
com o tempo. Estas ondulações tendem a desaparecer quando aumenta 
a amplitude da onda, acabando por se definir uma frente bem pro­
nunciada. Segundo Favre (1935) quando a onda de translação se
yopropaga sobre água em repouso e necessário que seja h >-----  (exac-
4
tamente h > 0,28y„) para se observar uma frente bem definida, admi- 
tindo-se que este valor se reduza, caso a propagação se faça sobre uma 
corrente.
Quando h não atinge aquele valor, verificando-se aquela série 
de ondulações, convém notar que h representará a elevação média 
acima do nível existente, referindo Favre (1935) que o valor mais
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elevado de h, — h«> —, correspondente à cristã das ondulações, au­
menta com h, desde que este não atinja o valor 0,28yu, podendo para 
ondas que se propagam sobre água em repouso atingir valores da 
ordem de 1,06 y0, ou seja cerca de 4 vezes a própria altura da onda.
De forma geral verifica-se que para definir o movimento é ne­
cessário conhecer cinco valores: as velocidades e va, as alturas yx 
e í/o e a velocidade w de propagação da onda, valores que devem satis­
fazer às relações 2) e 6).
Consideremos agora uma onda positiva de montante para a qual 
ê yx> y0, donde
46)
y o + 2/>
2/. >----------- > 2/» •
Designando por c, a celeridade da onda relativamente à corrente 
de velocidade vx vem, por 11),
47)
2/o 2/o + 2/1
c,2 = (w — v,)2 = g------------------
2/. 2
e, atendendo a 46),
48) Cj2 < gyu < gyx , ou c1\<\ gyt ,
o que mostra ser aquela celeridade inferior à celeridade das intumes­
cências que se formam atrás da onda, o que permite concluir que estas 
intumescências podem alcançar a onda de translação.
Para estas ondas tem-se, por 10), que a celeridade da onda rela­
tivamente à corrente na frente da onda, c0, satisfaz a relação
49) c„2 = (w — Vo)2 = g------
y*
donde, por 46),
50) c„2 > gyx> gy„ ou
As expressões 48) e 50) mostram que à frente da onda a celeridade 
desta é superior à velocidade crítica e atrás da onda a correspondente 
celeridade é inferior à velocidade crítica.
2/o + 2/i 
2
Co | > V^í/o.
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Para as ondas positivas de jusante podem estabelecer-se idênticas 
conclusões notando-se que, neste caso, é < y0, donde
51)
Vo + 3/i
y o > —-— > 2/1 •
Então, por 47) e 49) vem, atendendo a 51),
52) ct2 > gyx donde \cx\>Vgyx, 
e
53) c02 < gy0 donde c0 < V gy0.
A expressão 52) mostra que a celeridade da onda relativamente 
à corrente de velocidade vx é superior à velocidade crítica que corres­
ponde ao escoamento à frente da onda, enquanto 53) mostra que a 
celeridade da onda, relativamente à corrente de velocidade v0, é in­
ferior à velocidade crítica correspondente ao escoamento na cauda da 
onda. Esta última expressão permite ainda concluir que a celeridade 
das intumescências atrás da onda é superior à celeridade da onda, pelo 
que aquelas intumescências podem alcançar a onda de translação.
Consideremos agora uma onda positiva de jusante, para a qual é 
w = o, onda estacionária. Neste caso as equações 52) e 53) escrevem-se
54) vx >Z~gyl e v0<\ígylt
o que evidencia ser rápida a corrente à frente da onda e lenta atrás 
desta, como é característico do ressalto de Bidone.
O fluxo através da frente da onda vale
F = cy.Vx = fy0v0 = :Q ,
sendo Q o caudal constante que atravessa a frente da onda. 
Então 45) escreve-se
55)
àH (yo — y i)3
---- = :Q----------------
d* 4í/o2A
expressão que dá a variação de energia, dH, num ressalto ordinário.
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Daqui se pode concluir que o ressalto ordinário e a onda de trans­
lação são dois aspectos de um mesmo fenómeno; o ressalto é uma 
onda estacionária ou a onda é um ressalto móvel — «moving hydraulic 
jump». Bazin verificou experimentalmente este facto estabelecendo 
um ressalto num canal e constatando que ele se transformava numa 
onda de translação que se propagava para montante quando diminuia 
subitamente a velocidade da corrente.
5.3.1.1 — Alguns casos particulares de propagação de ondas positivas
a) Onda resultante do fecho rápido e total de uma adufa colo­
cada no extremo de jusante de um canal. (Fig. 5.4).
Fig. 5.4 — Onda resultante do fecho de uma adufa
Suponhamos que no canal se escoa o caudal Q„ em regime uniforme 
e sejam y0 e v0 a altura de água e a velocidade correspondentes àquele 
regime. Admitindo um canal rectangular de largura unitária tem-se
= y„vo.
Os valores de h e w podem calcular-se resolvendo o sistema for­
mado pelas equações 10) e 37), em que Q, = o, donde
— Q o
56) h =------------- —
w (B„ + nh)
57)
h ^ 1 h2 \
2/n 2 t/„2 )
O sistema anterior pode resolver-se por tentativas, como atrás se 
referiu, ou recorrendo a ábacos, como o de Frank e Schuller, repro­
duzido em De Marchi (1948), que permite o cálculo de h e w em fun­
ção de t/o e v0.
DO REGIME VARIÁVEL EM CANAIS 259
O problema pode ainda resolver-se recorrendo às equações ante- 
riormente estabelecidas e atendendo a que, neste caso, é Vi = o e v0 e y0 
são valores conhecidos. Para um canal de secção rectangular, as 
equações 2) e 6) escrevem-se
y0 (v0 — w) = —yx w
58) g
yo Vo (v0 — w)= — (ys — l/o2),
2
ou, eliminando yv na segunda equação,
59)
V0 — W
yx = —y o-----------
w
W- (v0 — w) (v0 — 2 w).
Fazendo nesta última equação, a seguinte mudança de variáveis
60) e = — w 
e




t2ti = —gyQ (u + 0 
2










l| = V0 + E .
Este último sistema pode resolver-se gràficamente atendendo a que 
a primeira função representa no plano Ofti uma curva com três ramos
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tendo duas assintotas de equações ? = ± a, enquanto que a segunda 
representa uma recta de coeficiente angular constante. (Fig. 5.5).
Fig. 5.5 — Onda resultante do fecho de uma 
adufa. Solução gráfica
Assim o sistema terá sempre três raízes, uma positiva, outra ne­
gativa e a terceira compreendida entre aquelas. A análise da primeira 
equação do sistema 58) permite concluir que — w e v0 — w, ou seja, 
e e terão que ter o mesmo sinal, o que mostra que a raiz intermédia 
não satisfaz *. A escolha entre as raízes ?! e ?3 terá de ser feita de 
acordo com as condições do problema a resolver. Neste caso em que é 
w < o, a solução será a que corresponde ao valor positivo de ?.
Conhecendo w = — ? a primeira das equações do sistema 59) 
permite calcular yx.
b) Encontro de duas ondas que caminham em sentidos opostos. 
(Fig. 5.6).
a)an?«s do encontro fc>)depois do encontro
Fig. 5.6 — Encontro de duas ondas caminhando em sentido oposto
* O caso f2 = =o não interessa pois nesta hipótese a segunda equação de 
58) mostra ser y0 = yv não existindo onda de translação.
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De acordo com o esquema do encontro destas ondas resultam 
outras duas que também se propagam em sentido inverso. Supondo o 
canal rectangular, o estado de movimento na zona de encontro pode 
determinar-se resolvendo em ordem a y e v, o sistema que se obtém 
aplicando a cada uma das novas ondas a relação expressa por 31). 
Tem-se:




66) (v — v-,)2 — g (y — y.)'~----------- .
22/2/2
A velocidade das ondas resultantes podem calcular-se, uma vez 
conhecidos v e y, aplicando a fórmula 28), donde
67)
e
yv — y 0Vo 
w =--------------
2/ — 2/o
68) w’ = yv — y/v2
y — 2/2
Tratando-se de ondas de altura suficientemente pequena tem-se, 
recorrendo a 36)
ghi




70) v = v2 +--------- com h-, = y — y>,
c,
em que é a celeridade da onda de jusante relativamente à corrente 
de velocidade v0, ec2é a celeridade da onda de montante relativamente 
à corrente de velocidade v2. As velocidades das ondas serão então,
71) w = v0 + c0
e
71) vo’ = v2 + c2.
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c) Onda que atravessa um degrau. (Fig. 5.7).
Como mostra o esquema, quando uma onda atinge a secção onde 
se localiza o degrau produzem-se duas novas ondas que caminham 
em sentido contrário.
C)ant«* do «ncontro d)d«pois do encontro
Fig. 5.7 — Onda que atravessa um degrau
Aplicando a estas duas últimas ondas a relação 31) vem
yo + y
73) (v0 — v)2 = g(y» — y)------------ ,
2 yy,
y-i + y'
74) (v- — v')2 = g (y« — y'Y------------.
2 y'y*
Desprezando a diferença entre as alturas representativas das 
velocidades v e v' e designando por Az a altura do degrau tem-se
75) y + Az = yf.
Pela equação da continuidade é
76) vy = v'y'.
O sistema formado pelas quatro últimas equações permite cal­
cular y, yv e v'.
As velocidades w e w' podem calcular-se por 28).
Se as ondas tiverem alturas reduzidas tem-se, por 36)
gh i




78) v' = v2 +-------- com h2 = y' — y>,
Co
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e em que c0 e c2 são as celeridades relativas às correntes de velocidade 
v0 e v2. As velocidades das ondas são, portanto,
79) w = v o + c„ 
e
80) w' = v, + c2.
5.2.2 — O movimento «eminentemente não permanente». O problema 
da «queda da barragem»
Em 5.1 estabeleceram-se as seguintes relações
/ gA1 (AjT||  A,,11o)
8) w = vo ± 1 ---------------------
V A, — A„
e
6) A0Vo (v„ — w) —Atv, (V! — w) = g (A,nl — A„ii„),
a primeira das quais permite calcular a velocidade da onda, estabe­
lecendo a segunda uma relação obrigatória entre caudais e profundi­
dades de água à frente e atrás da onda.
Se existirem condições tais que, em dado instante, se não verifi­
quem aquelas relações os caracteres do escoamento sofrem uma va­
riação brusca e rápida nos instantes seguintes, o que caracteriza os 
movimentos «eminentemente variáveis», se aceitarmos a designação 
de Levin (1952). Segundo este autor, após aquela variação rápida, 
estabelece-se um estado de movimento bem definido, cujos caracteres 
permitem determinar os estados do movimento que se segue. Os ca­
racteres que definem aquele estado de movimento foram designados por 
Levin (1952) «les éléments du départ du mouvement eminemment non 
permanent».
Inclui-se nesta secção o estudo da propagação de ondas de trans­
lação resultantes da abertura total e instantânea de uma adufa ins­
talada num canal, separando duas zonas de diferentes profundidades 
de água (problema semelhante ao que resulta da queda de uma barra­
gem, suposta total e instantânea).
Suponhamos então (Fig. 5.8) que inicialmente a água está em 
repouso dos dois lados da adufa, e consideremos um referencial 0xy,
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coincidindo Ox com a rasante do canal e 0y com a secção da adufa. 
Consideremos ainda o sentido positivo de Ox o da esquerda para a 
direita.
Seja então
| y = í/u para x > o 
2/2 >?/o e {
{ y = ypara x < o .
dições anteriores ao escoamento
Admitamos que, após a abertura da adufa, as partículas da secção 
x = o adquirem instantâneamente uma velocidade não nula, formando- 
-se uma onda que se propaga com movimento de translação uniforme 
de velocidade w.
Nesta hipótese, sendo w, v0 e y0 constantes não nulas os valores 
Vx e yx da velocidade e da altura de água na cauda da onda, calculados 
por 6) e 8), seriam também constantes diferentes de zero. Por outro 
lado é evidente que os valores assim calculados não se podem estender 
indefinidamente, pois que, na zona ainda não atingida pela onda nega­
tiva resultante da abertura da adufa, se tem constantemente v = o.
Este paradoxo foi primeiramente apontado por Massau (1900- 
-1905) e estudado, para o caso acima mencionado, por Levin (1952) e 
Stoker (1957), a cujos trabalhos fazemos seguidamente mais porme­
norizada referência.
5.2.2.1 — Propagação sobre água em repouso
Como notámos, Levin (1952) procurou estabelecer as condições 
iniciais — «les éléments de départ» — do movimento resultante da 
abertura instantânea de uma adufa instalada nas condições da Fig. 5.8.
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Para isso realizou uma série de ensaios nos Laboratórios de Avala e 
nos da Escola Politécnica de Belgrado, concluindo que aquelas con­
dições dependiam essencialmente dos seguintes parâmetros:
yoa) — do valor da razão, r =----- , das alturas de agua a jusante
Vi
e a montante da adufa, anteriormente à sua abertura;
b) — da forma do perfil transversal do canal, caracterizada pelo
ycoeficiente e =------;
y
c) — da rugosidade do canal.
Em resultado de numerosas experiências conclui ainda que para 
um canal de forma e rugosidade definidas podem verificar-se quatro 
tipos de ondas consoante o valor do coeficiente r. (Fig. 5.9).
Fig. 5.9 — Classificação das ondas segundo Levin
O primeiro tipo verifica-se quando r for nulo ou como tal possa 
ser considerado. É o caso correspondente ao movimento sobre fundo 
seco a que se fez referência no capítulo anterior.
O segundo caso corresponde a uma onda de translação típica e 
estabelece-se para valores de r bastante baixos (de 0,05 a 0,10 nos 
canais rectangulares). Para valores de r mais elevados (da ordem de 
0,10 a 0,30 em canais rectangulares) evidencia-se uma outra descon- 
tinuidade a montante da frente de onda, descontinuidade que se vai 
acentuando para valores de r sucessivamente mais elevados até o 
perfil corresponder ao do tipo IV.
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Como é evidente não existem limites bem definidos para os valores 
de r que correspondem aos vários casos porque a passagem de um a 
outro se faz progressivamente.
Com base nos resultados dos ensaios realizados, elaborou Lkvin 
uma série de gráficos em que, para vários valores de r e em função
y' o Vi y\ x\de r, da os valores correspondentes de ------, ------ , ------  e ------.
y* 2/0 2/a y>
Conhecendo 2/0 e y-, estes gráficos permitem calcular y\„ y„ y\ e x\.
Como o ponto (x\, y\) não é fixo, 0 valor de x\ correspondente 
à posição inicial deve referir-se à posição que a descontinuidade ocupa 
no modelo no instante t = 0,25 s, 0 que obriga, para definir aquela po­
sição no protótipo, a considerar 0 tempo homólogo relativo à escala 
com que se trabalha.
Stoker (1957) aborda 0 problema do aspecto teórico, recorrendo 
ao conhecimento das propriedades das características. Supõe, como 
hipótese explicativa do movimento, quatro zonas distintas (Fig. 5.10).
Fig. 5.10 — Propagação sobre água em repouso. Hipótese de Stoker
A primeira (A) corresponde ao estado de repouso existente ini­
cialmente para x > o e termina na secção atingida nesse instante pela 
onda de translação. Na zona seguinte — zona B da figura — o movi­
mento será uniforme podendo determinar-se as suas características.
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A zona C é uma simple wave que estabelece a ligação entre a zona B, 
do movimento uniforme, e a zona D em que a água está em repouso. 
Prova então ser possível calcular os caracteres que definem o
2/2movimento qualquer que seja o valor da razão ------.
Vo
Tem-se, por hipótese, v„ = o, pelo que as equações 2) e 6) se 
escrevem
81) Ax (v, — w) =—A0w 
e
82) A1V1 (v, — w) = g (A0»io — A,th).
Supondo o canal rectangular, fazendo
83) c, = /gyl e — \/yyu,
tem-se, atendendo a que neste caso m =
84) C12 (v, — w) = —w c0-
85) — w (u, —w) — (CA + Co2). 
2
86)
Eliminando c, entre estas duas últimas equações, vem
— = — ------ —[l± 4/1 + 8!-^-) I,
Cn Cd 4 V \ C0 /
ou ainda, supondo ser vx < w,
87)
c 0
Eliminando entre 84) e 85) vem
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Pretendendo determinar-se os valores de w, Ci e vlt haverá que 
recorrer a uma outra equação, além das duas anteriores 87) e 88).
Para isso notemos que na zona C o coeficiente angular das carac- 
terísticas rectas é da forma v — c, variando entre os valores limites 
— Co e Vx — c,. Sabemos ainda que, ao longo de qualquer caracterís- 
tica curva, é constante o valor de v + 2c e que qualquer característica 
desta família corta todas as características rectas.
Então, ao longo de qualquer característica curva, tem-se







v + 2c = Vi + 2c, ,
2c.j = v, + 2c,
— + 2 —
Co Co
Esta última equação, juntamente com as anteriormente referidas, 
forma um sistema que permite calcular w„ y, (ou c,) e v„ valores que 
definem o movimento na zona B.
Os gráficos de ——, —— e —— 4- 2 —em função de ----
Co Co Co Co Co
(Fig. 5.11) permitem uma resolução mais fácil do problema.
Fig. 5.11 — Solução gráfica do processo de Stoker
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Na zona C pode estudar-se o movimento notando que o declive 
das características rectas é
oc93) ------= v — c
t
e ainda que, por qualquer ponto destas, passa uma característica curva 
para a qual se verifica a relação 89).
Esta relação permite escrever




95) v — c =------v — c2.
2
Ainda de 94) vem
96) v — c = 2c > — 3c .
Igualando 93) e 95) vem,











equação que mostra ser a linha superficial uma parábola apresentando
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descontinuidades nos pontos extremos em que se estabelece a concor­
dância com montante {y = y-,) e a jusante {y = yi) visto nestes pontos 
as tangentes à parábola não serem horizontais.














A energia específica, H, é dada por
104) H = y +
2g 9 g
1 / x \2 , 4 /2c,--------- ) +---------- c, +
t ) 18p \ t
x \ -
ou,
105) H = Íb+(-r)l
A análise da Fig. 5.10 permite concluir que o eixo 0£ só coincidirá 
com uma característica da zona C quando > cIf pois, neste caso, a 
característica limite ou coincide com aquele eixo ou fica no primeiro 
quadrante.
Neste caso fazendo x = o nas equações 98), 99), 101), 103) e 105,
vem
2 4c,* 4 8 TT 2
v = c =------c ,, y =--------- =-------y -,, q =------ c , y . e H =------ y ..,
3 9p 9 27 3
resultados que permitem afirmar que, sendo u, > c, os valores de v, 
c, y, q e H na secção x =o são constantes e independentes do tempo.
Porém, se for u, < c, o estado de movimento naquela secção, igual­
mente independente do tempo, é o que corresponde à zona B.
O valor crítico da razão------para o qual é v, = c, pode determi-
y*
nar-se igualando os segundos membros de 86) e 88), o que permite 
wobter um valor de----- , a partir do qual se calcula, por 88), o valor de
Co
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Seguidamente calcula-se, recorrendo a 92), por exemplo, o corres­
pondente valor de c-
Co Vo
. Em resultado deste cálculo conclui-
-se que é = cx quando yo_
y*
— 0,1384. Se for y0 < 0,1384 y. a secção
x = o fica na zona C e os caracteres do escoamento são independentes 
quer do tempo, quer de y0. Se for y0 > 0,1384 y , os caracteres do escoa­
mento naquela secção, continuando a ser independentes do tempo são 
agora função de y„. Estes resultados compreendem-se atendendo a 
que, quando a secção da adufa pertence à zona C, é, nessa secção 
2v = c = c-. [98) e 99)]. Para x > o, isto é, a jusante da adufa
3
verifica-se ser v > c, ou seja, a velocidade da corrente é superior à 
velocidade de propagação das intumescências, do que resulta não se 
transmitir para montante a influência de jusante. Porém logo que
y»----- > 0,1384 deixa de se verificar aquela relação e o escoamento
y*
passa a sofrer influência de jusante.
Vo
Analisando a variação do caudal, em função da razão -----  na
y*
secção de abcissa nula, verifica-se que aquele se mantém constante e
igual a 0,296 y-, c-, sempre que y°_
V-
< 0,138, depois decresce acentua-
damente até atingir o valor zero quando y{, — y-,.
A altura da onda de translação varia com o valor de y~
y»
Quando y» = o a linha superficial é contínua, tomando a forma de
y-parábola, como se concluiu no capítulo anterior. Quando------se apro-
y»
xima da unidade é evidente que yx — y„ tende também para zero. Assim 
a altura da onda há-de necessàriamente passar por um máximo, para
y«um dado valor de ----- . Stokkr (1957) traçou uma curva em que
y~
2/i 2/o 2/o
representa o valor de ----------- em função de------- , pela qual se ve-
y* y2
rifica que a altura da onda cresce rapidamente até atingir o valor
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máximo yx — y„ = 0,32 y2 para ----- = 0,176, decrescendo depois rà-
2/2
pidamente até atingir o valor zero. Estes números mostram que a 
altura da onda de translação pode atingir um terço da altura da água 
a montante da adufa.
No capítulo seguinte apresentamos os resultados de alguns ensaios 




1 — Descrição da instalação e da técnica usada nos ensaios
1.1 — Instalação dos ensaios
Os ensaios que efectuámos foram realizados no Laboratório de Hi­
dráulica da Ecole Nationale d’Electrotechnique, d’Electronique et d’Hy- 
draulique de Toulouse num canal de leito horizontal, de secção rectan- 
gular com 0,30 m de largura. Este canal é alimentado por um grupo 
motor-bomba que eleva a água de um reservatório para outro colocado 
a nível superior e em comunicação com o canal. O reservatório superior 
está dividido em 3 zonas por dois tabiques longitudinais, que conti­
nuam as paredes do canal, ficando a zona média no prolongamento 
deste e dele separada por uma adufa que, ocupando toda a sua lar­
gura, permite aberturas parciais reguláveis ou totais (Fotografia 1). 
Uma adufa instalada num dos tabiques longitudinais permite que, para 
o mesmo caudal da bomba, se obtenham na zona central diferentes 
cotas da superfície livre da água. A conduta de alimentação vinda da 
bomba termina numa pequena câmara da zona central (Fotografia 2).
No extremo de jusante do canal existe outra adufa, regulável, que 
permite governar a altura da água. Depois de percorrer o canal e 
atravessar a secção onde trabalha esta adufa, a água cai livremente 
para um pequeno reservatório, donde, depois de atravessar um dis­
positivo de tranquilização, segue, por um outro canal rectangular colo­
cado sob o anterior, para o reservatório de onde é bombada. Este 
último canal tem no extremo de jusante, um descarregador de Bazin
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Fotografia 1 — Canal de ensaios e reservatório 
de alimentação
Fotografia 2 — Pormenor do reservatório de 
alimentação
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devidamente aferido e está equipado com um limnímetro de ponta 
recta.
O funcionamento da instalação é independente, com circulação 
contínua da água. A fotografia 3 mostra um aspecto de conjunto da 
instalação.
Fotografia 3 — Vista do conjunto do canal com a aparelhagem de registo
1.2 — Dispositivo usado para registo dos níveis da água e das velo­
cidades de propagação
Anos atrás os aparelhos mais frequentemente utilizados na me­
dição de variações de níveis de água eram mecânicos ou mecânico- 
-eléctricos, pelo que, em qualquer dos casos, a inércia que lhes era 
própria não permitia medir as variações rápidas.
Para anular este inconveniente, foi concebido e realizado no Labo­
ratório de Hidráulica de Toulouse um aparelho exclusivamente eléc- 
trico, que permite seguir variações de nível muito rápidas e que de­
signaremos por sonda de medida por resistência. Baseia-se no esta­
belecimento de uma correspondência linear entre as variações de altura 
de água e as variações de uma grandeza eléctrica, de fácil e imediata 
medição, como seja a intensidade da corrente.
Considere-se o dispositivo da Fig. 6.1. Seja V a diferença de po­
tencial entre os terminais, Rm a resistência do aparelho de medição e R 
a resistência do circuito.
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Rrrt R
Fig. 6.1 — Esquema da sonda de medição por 
resistência
Supondo que a relação entre a resistência Re a profundidade 
mergulhada x é dada por
K1) R =------, com K — const.,
x
e que Rm é desprezável em relação a R, vem
2) V _Vx_ 
R K
Se a tensão V se mantiver constante, tem-se
3) A 7 = V----- A X .
K
A equação anterior mostra que, desde que se verifiquem as hipó­
teses admitidas, a intensidade da corrente que atravessa o circuito é 
função linear do comprimento imerso.
Vejamos como se procurou realizar um dispositivo que satisfi­
zesse, com suficiente aproximação, a relação 1).
Consideremos dois eléctrodos de chapa metálica, de forma rectan- 
gular de largura D, mergulhados do comprimento x, e suponhamos 
que os únicos filetes líquidos que asseguram a passagem da corrente 
são os que se apoiam sobre os eléctrodos (Fig. 6.2).
Para uma faixa elementar de espessura àx tem-se, sendo r a re- 
sistividade da água
4) d R = r-------- .
D dx
Da figura vem
y y + x y + h
5)
Z, l l
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Fig. 6.2 — Eléctrodos. Secção transversal (nor­









Substituindo 7) em 6), vem
8) x (Zx — 1.) + hl, 
h
Atendendo a 8), tem-se, por 4),
9)
e
d R r x (Zx —12) + hl, 
D dx h
Dh x (Zx — lo) + hl.10)
R r (Zx — Z,)
log
hl
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donde
11) R = r — y 
Dh log /1+ X
hL










sendo K — rl
x D
As verificações experimentais mostraram que o valor de K era 
pràticamente constante, embora muito diferente do calculado por 13), 
facto que se explica por não ser exacta a hipótese inicialmente feita 
de os únicos filetes condutores serem os que se apoiam sobre os 
eléctrodos * .
A Fig. 6.4 mostra, em esquema, o dispositivo usado no Laboratório.
® © (D
Fig. 6.4 — Esquema do dispositivo de medição 
com sonda
* Numa verificação usando eléctrodos de fio de prata de 15/100 mm de diâ­
metro, colocados a 10 mm um do outro, com água à temperatura de 13,5 °C, 
obteve-se no Laboratório, com erro inferior a 2 %, o valor K = 8355 Q cm.
5000 X 10
Teòricamente vem K =--------------= 330 000 Q cm por ser r = 5000 o cm
0,015
a resistividade da água àquela temperatura. Ensaios realizados numa cuva reos- 
tática mostraram que a secção efectivamente condutora se afastava da consi­
derada tomando a forma indicada no esquema da Fig. 6.3.





Fig. 6.3 — Secções teórica e efectivamente condutoras
Introduzindo no circuito um interruptor com uma série de resis­
tências devidamente estudadas, (Fig. 6.5) é possível marcar sobre todos 
os registadores existentes no canal o mesmo instante, considerado 
como origem dos tempos.
Fig. 6.5 — Esquema do dispositivo adaptado para medições da 
velocidade e das alturas das ondas que se propagam sobre 
fundo seco
Desta forma se, com o canal vazio, fecharmos o circuito premindo 
ràpidamente o interruptor de mola, todos os amperímetros registarão 
simultâneamente passagem de corrente, definindo-se assim aquele ins­
tante de referência.
Para evitar a polarização dos eléctrodos usou-se corrente alterna, 
e, para contrariar a libertação de bolhas gasosas que se formam junto 
dos eléctrodos e que tendem a isolá-los, trabalhou-se apenas com pe­
quenas tensões.
Como atrás se viu, para a resposta ser linear a tensão deverá 
manter-se constante e ainda ser desprezável a resistência do aparelho 
de medição. Para assegurar uma tensão constante recorre-se aos auto- 
-transformadores, usando como aparelhos de medição os galvanómetros 
e miliamperímetros de fraca resistência, como seja, o miliamperímetro 
Chauvin Arnoux, com que trabalhámos (Fotografias 3 e 4).
280 ANAIS DO INSTITUTO SUPERIOR DE AGRONOMIA
Fotografia 4 — Pormenor da aparelhagem de registo
Um transformador com secundário isolado suprime os fenómenos 
de electrólise devidos a correntes de retorno através da água.
Se designarmos por Ax a variação da altura mergulhada dos eléc- 
trodos e por A/ a variação correspondente da intensidade da corrente, 
A 7 Va razao ------=------  dá-se o nome de sensibilidade do dispositivo de
Ax K
medição. Quanto maior for a sensibilidade, menores serão as variações 
de nível susceptíveis de apreciação.
Por ser




conclui-se que a sensibilidade é função crescente de V e D e decres­
cente de r e Z.
O acréscimo da sensibilidade com a tensão de alimentação evi- 
dencia-se no gráfico da Fig. 6.6, notando que a sensibilidade se mede 
pelo declive da recta que representa a relação entre a intensidade da 
corrente e a profundidade mergulhada.
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Fig. 6.6 — Variação da sensibilidade com a tensão de alimentação
No entanto, dois factores se opõem ao acréscimo das tensões além 
de certo limite: a limitação imposta ao aparelho de medição e a in­
fluência da polarização dos eléctrodos. Em virtude desta última os 
eléctrodos podem rodear-se duma bainha gasosa isolante, donde re­
sulta variar a intensidade da corrente, mantendo-se a profundidade 
mergulhada, a tensão de alimentação, a temperatura e a resistividade 
da água.
Para a duração dos ensaios efectuados, verificámos que aquela 
variação era pràticamente desprezável desde que a tensão de alimen­
tação fosse inferior a 30 V.
A variação da sensibilidade em função do afastamento entre os 
eléctrodos segue uma lei hiperbólica; no entanto, estes não se podem 
aproximar além de certo limite, dado o perigo de curto-circuitos ori­
ginados por impurezas contidas na água, e ainda por se acentuar o 
efeito da capilaridade. E assim admite-se um afastamento mínimo 
de 10 mm.
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Outro factor de que depende a sensibilidade, a resistividade do 
líquido, varia, sobretudo, com a temperatura. Verificou-se que, nas 
condições dos ensaios, a variação de sensibilidade era da ordem de 
0,5 % por grau centígrado, portanto pràticamente desprezável.
Como nalguns ensaios efectuados, as velocidades eram elevadas, 
considerou-se a influência do fenómeno de esteira na lei de corres­
pondência linear. Verificou-se que o afastamento dos eléctrodos di­
minuía o efeito de esteira, pelo que se adoptou, em todos os ensaios, 
um afastamento de 20 mm.
Procurou-se seguidamente averiguar qual o eleito da velocidade 
da água sobre as leituras, para o que se compararam calibragens efec- 
tuadas com camadas de água em repouso e com correntes de diferen­
tes profundidades e velocidades.
Para tal colocaram-se imediatamente a montante dos eléctrodos 
limnímetros de ponta recta e, regulando a abertura da adufa e os 
caudais fornecidos pelo bomba, estabeleceram-se vários regimes de 
escoamento. Após um certo intervalo de tempo, necessário ao estabe­
lecimento do regime permanente, mediu-se a altura de água no canal 
com limnímetro, registando-se a intensidade da corrente que atraves­
sava os eléctrodos. A velocidade na secção onde se instalou o limníme­
tro foi calculada com base na medição do caudal feita no descarre­
gador de Bazin.
Fig. 6.7 — Calibragem da sonda de medição
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Nos quadros n.os 1 e 2 e no gráfico da Fig. 6.7 apresentam-se os 
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De todos os ensaios efectuados concluímos que se podia admi­
tir idêntica correspondência linear entre a intensidade da corrente 
e a profundidade dos eléctrodos mergulhada na água, quer para o 
ensaio estático quer quando a velocidade da corrente não excede 1 m/s. 
Verificou-se que o efeito da velocidade se traduz sempre no decréscimo 
da intensidade da corrente eléctrica que percorre os eléctrodos, de­
créscimo que, para igual profundidade de água, é tanto mais acen­
tuado quanto maior for a velocidade da corrente. Para anular os 
efeitos das variações de temperatura da água fez-se uma calibragem 
dos aparelhos antes de cada ensaio, estabelecendo sucessivamente 
vários níveis de água no canal, por conveniente manobra da adufa 
situada a jusante. Mediram-se as alturas de água por meio de um 
limnímetro de ponta recta e ligando seguidamente o circuito regista­
ram-se nos aparelhos as intensidades da corrente correspondentes às 
várias alturas, estabelecendo-se depois o gráfico das intensidades da 
corrente em função da profundidade mergulhada.
1.3 — Determinação das perdas de carga no canal de ensaios
Para determinar o valor das perdas de carga estabeleceram-se 
vários regimes no canal correspondentes a outros tantos valores do 
caudal e mediram-se as profundidades em várias secções para se traçar 
o perfil da linha superficial, mantendo completamente aberta a adufa 
de jusante.
Verificou-se ser desprezável a perda de carga, mesmo para os 
caudais mais elevados que era possível fazer transitar no canal (cerca 
de 30 l/s).
Para introduzir uma perda de carga suplementar, usámos uma 
série de painéis de rede metálica colocados ao longo do fundo e taludes 
do canal (Fotografia 5), avaliando da mesma forma o valor da perda 
de carga.
Traçou-se seguidamente a curva da perda de carga em função do 
caudal, desprezando a variação da altura geratriz da velocidade entre 
as duas secções de referência (Fig. 6.8).
Calculando A e R para a média dos valores da profundidade da 
água nas secções de referência e admitindo serem aplicáveis as fór­
mulas de Chézy e de Gauckler-Strickler determinámos para este caso 
os valores dos coeficientes correspondentes.
Num conjunto de 18 experiências obtiveram-se os seguintes 
valores:
(Bazin) y = 0,75 ± 0,07 
(Gauckler-Strickler) k = 12,59 ± 1,82
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Fotografia 5 — Introdução da perda de carga suplemen­
tar. Canal com painéis de rede metálica
Fig. 6.8 — Perda de carga em função do caudal
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2 — Resultados dos ensaios realizados 
2.1 — Propagação sobre leito enxuto
Nestas experiências fizeram-se aberturas totais e instantâneas da 
adufa de montante, estando o canal enxuto. No total fizeram-se doze 
ensaios, correspondentes a outros tantos valores da carga a mon­
tante da adufa, y0, seis dos quais sem introdução da perda de carga 
suplementar e os restantes utilizando os painéis que provocam aquela 
perda de carga. Para cada um dos ensaios efectuaram-se dez repetições.
No canal instalaram-se três sondas de resistência, a primeira 
distando 1,63 m da adufa de montante, a segunda a 1,73 m da pri­
meira e a última a 1,86 m da segunda.
Simultâneamente com a abertura da adufa ligava-se o interruptor 
instalado no circuito, marcando-se assim uma referência sobre o papel 
dos amperímetros registadores ligados às sondas. Aqueles aparelhos 
registavam também, instantes após, a chegada da frente da onda, pelo 
que, conhecendo a velocidade de rotação do mecanismo registador dos 
amperímetros, fàcilmente se determina o tempo que a onda leva a 
percorrer os troços de canal limitados pelas várias sondas de medida 
(Fotografia 6). Conhecendo o comprimento dos troços e o tempo de
Fotografia 6 — Uma onda propagando-se sobre fundo 
enxuto
percurso de cada um deles, pode calcular-se a velocidade média nos 
vários troços do canal entre a l.R e a 2.a sonda (Troço 1) e entre a 
segunda e a terceira (Troço 2). Os resultados obtidos apresentam-se 
no Quadro 3.
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Nos gráficos da Fig. 6.9 apresentam-se, em função da altura a 
montante — y0 — os valores em percentagem das relações entre as 
velocidades medidas e os correspondentes valores das velocidades teó­
ricas e de Torricelli.
w
1 —1.° troço. Sem per da de
carga suplementar.
2 — 2." troço. Sem perda de
carga suplementar.
3 —1.° troço. Com perda de
carga suplementar.
4 — 2.° troço. Com perda de
carga suplementar.
Fig. 6.9 — Propagação de ondas sobre fundo seco. Comparação entre as velo­
cidades medidas e as calculadas
A análise dos quadros e gráficos permite concluir:
1 — A redução da velocidade de propagação é tanto maior quanto
menor for a profundidade de água inicial, ou seja, quanto 
menor for o raio médio — R.
Assim, no primeiro troço e com o canal liso, para um 
valor de y0 = 0,091 m (R = 57 X 10'3) a velocidade obser­
vada foi 0,57 da teórica, enquanto que para um valor de 
y0 =0,293 m (R = 99 X IO-3) aquele coeficiente se eleva para 
0,80;
2 — A redução da velocidade de propagação é muito sensível,
mesmo sem introduzir a perda de carga suplementar, de tal 
forma que só no primeiro troço do canal se observam valores 
próximos ou ligeiramente superiores aos da velocidade de 
Torricelli. Logo no segundo troço as velocidades tomam va­
lores de cerca de metade da correspondente velocidade teórica.
3 — A influência da perda de carga é bem patente nos gráficos da
Fig. 6.9. A maior dissipação de energia nas paredes e fundo 
do canal originada pelos painéis de rede conduz a reduções 
suplementares da velocidade de propagação da ordem de 10 
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2.2 — Propagação sobre água em repouso
As experiências realizaram-se provocando aberturas muito rápidas 
e totais da adufa de montante do canal efectuando-se o escoamento 
sobre uma camada de água, mantida em repouso pela subida da adufa 
de jusante. Fizemos três séries de ensaios mantendo em cada ensaio 
da mesma série a profundidade da água no canal a jusante da primeira 
adufa e fazendo variar a altura de água a montante. Em cada expe­
riência, ou seja para cada valor da altura a montante, fizeram-se dez 
repetições.
As profundidades de água no canal foram de 3,7 cm, 5,7 cm, e 
8,1 cm para a primeira, segunda e terceira séries de ensaios, respec- 
tivamente. Para os dois últimos valores da altura de água efectuaram- 
-se novos ensaios introduzindo no canal os painéis que, como vimos, 
provocam uma perda de carga apreciável.
No canal mantiveram-se instaladas as três sondas de medida nas 
mesmas secções que se indicaram para os ensaios sobre leito enxuto.
A determinação da velocidade média nos vários troços fez-se 
como anteriormente se referiu, e a determinação da altura das ondas 
foi feita a partir dos valores obtidos num ensaio de calibragem prévio 
que permitiu traçar o gráfico da função y = y (7).
A análise dos gráficos obtidos no papel registador permitiu ainda 
verificar, para todos os casos, a sobrelevação rápida da superfície 
livre da água definindo uma frente de onda bem pronunciada.
A fotografia 7 mostra um dos gráficos obtidos em que se evidencia
Fotografia 7 — Registo da passagem de uma onda por uma sonda de medição
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a marca (x) correspondente ao instante de referência e o diagrama 
relativo à passagem da onda (xx).
Nos quadros 4 a 8 apresentanrse para cada uma das experiências, 
as velocidades medidas nos vários troços e os valores da profundidade 
da água yu imediatamente após a passagem da onda pela primeira 
sonda de medida.
Em primeiro lugar procurou-se comparar os resultados dos en­
saios realizados com os que se obteriam recorrendo aos trabalhos de 
Levin (1952) e Stoker (1957), cujos resultados se apresentaram no 
capítulo anterior.
Para comparar os valores medidos com os que se obtêm usando 
os gráficos construídos pelo primeiro daqueles autores, estabeleceram-
y«-se os valores da razão----- , existente anteriormente ao escoamento,
y*
QUADRO 4
Propagação de ondas sobre água em repouso — y = 5,7 cm — Canal sem per da 
de carga suplementar (y em cm; w em m/s)
Altura a montante 
(l/a)
Altura da onda 
na sonda 1 
(l/i)
Velocidades medidas (w)
No l.° troço No 2." troço
9,4 6,6 0,91 0,87
14,1 8,2 1,11 0,93
16,6 9,5 1,21 1,18
20,5 10,6 1,44 1,24
24,6 11,3 1,48 1,41
29,0 12,8 1,62 1,51
QUADRO 5
Propagação de ondas sobre água em repouso — yu = 5,7 cm — Canal sem perda 
de carga suplementar (y em cm; w em m/s)
Altura a montante Altura da onda na sonda 1 
(yi)
Velocidades medidas (w)
(ya) No 1." troço No 2." troço
12,0 8,9 1,03 0,97
16,2 9,9 1,18 1,13
18,9 11,4 1,20 1,16
22,0 12,0 1,36 1,31
25,1 14,3 1,56 1,42
28,8 15,1 1,65 1,55
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QUADRO 6
Propagação de uma onda sobre água em repouso — y = 5,7 cm — Canal com 
perda de carga suplementar (y em cm; w em m/s)
Altura a montante
<3/2>




No 1." troço No 2." troço
14,1 9,7 1,09 1,02
17,4 10,6 1,19 1,11
21,3 11,8 1,30 1,23
24,6 13,6 1,41 1,33
28,5 14,3 1,54 1,43
QUADRO 7
Propagação de uma onda sobre água em repouso — yo = 8,1 cm — Canal sem 
perda de carga suplementar (y em cm; w em m/s)
Altura a montante 
(yã
Altura da onda 
na sonda 1 
(j/i)
Velocidades medidas (w)
No l.° troço No 2." troço
12,0 10,0 1,06 1,02
16,7 11,9 1,26 1,14
19.9 13,4 1,35 1,25
23,0 14,4 1,40 1,34
25,9 14,8 1,53 1,40
28,8 16.1 1,58 1,55
QUADRO 8
Propagação de uma onda sobre água em repouso — yo = 8,1 cm — Canal com 
perda de carga suplementar (y em cm; w em m/s)
Altura a montante 
(J/j)




No 1." troço No 2.° troço
17,3 12,0 1,18 1,11
21,6 13,5 1,32 1,24
26,0 14,9 1,47 1,37
29,8 16,6 1,58 1,41
33,4 18,4 1,72 1,52
QUADRO 9
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Comparação dos valores observados com os obtidos a partir dos estudos de Levin
(y em cm; w em m/s)
Razão entre os valores 1
Tipo
calculados medidos e os calculados!
V»
,</n V = ---- de y w (')Vi onda m
3/i w
y» w
0,396 IV 6,4 0,93 1,03 0,98
3,7
Canal sem
0,262 III 8,3 1,15 0,99 0,97
0,244 III 9,3 1,27 1,02 0,95
0,181 III 10,4 1,40 1,02 1,03perda de carga
0,151 III 11,6 1,54 0,97 0,96suplementar
0,128 III 12,9 1,69 0,99 0,96
Média — — 1,00 0,98
0,477 IV 8,8 1,05 1,01 0,98
5,7
Canal sem
0,352 IV 10,6 1,22 0,93 0,97
0,302 IV 11,7 1,32 0,97 0,91
0,206 III 12,9 1,44 0,93 0,94perda de carga 
suplementar 0,228 III 14,1 1,55 1,01 1,01
0,198 III 15,2 1,66 0,99 0,99
Média — — — 0,97 0,97
0,404 IV 9,8 1,14 0,99 0,96
5,7 0,328 IV 11,1 1,27 0,95 0,94
Canal com 0,268 III 12,6 1,41 0,94 0,92
perda de carga 0,232 III 13,6 1,50 1,00 0,94
suplementar 0,200 III 15,0 1,63 0,95 0,94
Média 0,97 0,94
0,678 IV 10,2 1,05 0,98 1,01
8,1
Canal sem
0,486 IV 12,6 1,26 0,94 1,00
0,408 IV 13,9 1,36 0,96 0,99
0,353 IV 15,1 1,46 0,95 0,96perda de carga 
suplementar 0,313 IV 16,3 1,55 0,91 0,990,282 III 17,2 1,62 0,94 0,98
Média 0,95 0,99
0,468 IV 12,7 1,26 0,94 0,94
8,1 0,375 IV 14,5 1,41 0,93 0,94
Canal com 0,312 IV 16,3 1,55 0,91 0,95
perda de carga 0,272 III 17,7 1,66 0,94 0,95
suplementar 0,243 III 18,9 1,76 0,97 0,98
Média 0,94 0,95
(1) — As velocidades wm são as medidas no l.° troco de canal
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QUADRO 10
Comparação dos valores observados com os obtidos a partir da hipótese de Stokkr




Razão entre os valores 




2,541 6,2 0,89 1,06 1,02
3,811 8,0 1,10 1,03 1,01
4 486 9,4 1,26 1,01 0,96Canal sem
5 541 10,1 1,35 1,05 1,07perda de carga
6 649 11,2 1,49 1,01 0,99suplementar
7,838 12,5 1,64 1,02 0,99
Média — — 1,03 1,01
2,105 8,5 1,02 1,05 1,01
2,842 10,2 1,17 0,97 1,01
3,316 11,3 1,28 1,01 0,94Canal sem 3,860 12,5 1,37 0,96 0,99perda de carga 4,404 14.2 1,55 1,01 1,00suplementar 5,053 14,6 1,59 1,03 1,04
Média — — 1,01 1,00
2,474 9,4 1,10 1,03 0,98
5,7 3,053 10,7 1,23 0,99 0,97
Canal com 3,737 12,2 1,36 0,97 0,96
perda de carga 4,316 13,2 1,46 1,03 0,97
suplementar 5,000 14,6 1,58 0,98 0,97
Média — 1,00 0,97
1,481 10,0 1,04 1,00 1,02
2,062 11,9 1,20 1,00 1,05
o,± 2,457 13,3 1,30 1,01 1,04Canal sem 2,840 14,5 1,40 0,99 1,00perda de carga 3,198 15,6 1,50 0,95 1,02suplementar 3,556 16,6 1,58 0,97 1,00
Média — 0,99 1,02
2,136 12,1 1,22 0,99 0,97
8,1 2,667 13,9 1,36 0,97 0,97
Canal com 3,210 15,6 1,50 0,96 0,98
perda de carga 3,679 17,0 1,60 0,98 0,99
suplementar 4,123 18,2 1,69 1,01 1,02
Média 0,98 0,98
QUADRO 11
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Valores da razão entre as velocidades medidas e as calculadas (y em cm)
y» Vi Troço 3 Troço 2
3,7
Canal sem 
























5,7 16,2 1,01 0,96
Canal sem 18,9 0,94 0,91
perda de carga 22,0 0,99 0,95




5,7 17,4 0,97 0,91
Canal com 21,3 0,96 0,90
perda de carga 24,6 0,97 0,91
suplementar 28,5 0,97 0,90
Média 0,97 0,91
12,0 1,02 0,98
8,1 16,7 1,05 0,95
Canal sem 19,9 1,04 0,96
perda de carga 23,0 1,00 0,96




8,1 21,6 0,97 0.91
Canal com 26,0 0.98 0,92
perda de carga 29,8 0,99 0,88
suplementar 33,4 1,02 0,90
Média 0,98 0,90
DO REGIME VARIÁVEL EM GANAIS 295
determinando-se depois a partir daqueles gráficos os valores corres­
pondentes de ?/,. O valor da velocidade determinou-se seguidamente 
aplicando 5.10).
No Quadro 9 apresentam-se os valores de yx e w calculados desta 
forma e as razões entre os valores medidos e os calculados nos ensaios 
efectuados. No mesmo quadro indicam-se, de acordo com a classifica­
ção de Levin (1952), os tipos de onda correspondentes.
Para realizarmos a comparação com os resultados obtidos a partir 
da hipótese de Stokf.r (1957), anteriormente referida (5.2.2.1), pode­
mos calcular yx e w quer aplicando as equações 5.87), 5.88) e 5.92) 
quer, o que é mais fácil, utilizando o gráfico da figura 5.11.
c>Calculando-----
c0
e entrando com estes valores naquele
gráfico determinámos —— e C' e portanto, conhecendo c„, w e
No quadro 10 apresentam-se os valores de y, e w obtidos neste 
cálculo e ainda as razões entre os resultados obtidos por medição di- 
recta e os assim calculados.
Para analisar a influência da perda de carga estabelecemos as 
razões entre os valores da velocidade medida nos dois troços de canal 
considerados e a velocidade teórica calculada por aplicação da hipótese 
referida por Stokek (Quadro 11 e gráficos da Fig. 6.10).
Dos números apresentados nos quadros anteriores pode concluir-
-se:
1 — Os valores encontrados nos ensaios concordam, em geral com 
desvio relativo inferior a 5%, com os que se obteriam aplicando os 
resultados dos trabalhos anteriormente citados, o que confirma a 
validade da hipótese apresentada em Stoker (1957) e mostra que os 
resultados de Levin (1952) também estão de acordo com esta hipótese.
2 — A comparação dos gráficos relativos a estes ensaios (Fig. 
6.10) com os relativos aos ensaios sobre fundo seco (Fig. 6.9) evi­
dencia de forma notável uma das distinções mais marcantes entre 
escoamentos gradualmente variáveis e ràpidamente variáveis: o facto 
de nestes últimos ser muito pouco acentuada a influência do atrito. 
Nos ensaios sobre fundo seco a velocidade de propagação da onda 
reduz-se, em geral, de um mínimo de 30 % do valor teórico, podendo 
essa redução, nos ensaios com introdução de rugosidade suplementar, 
atingir 70 % daquele valor.
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Na propagação sobre água em repouso a redução da velocidade é, 
em geral, bastante inferior a 10 % do valor teórico mesmo nos ensaios 
realizados com introdução dos painéis de rede para provocar maior 
perda por atrito. A influência da maior rugosidade traduz-se numa 
redução suplementar da velocidade da ordem dos 3 % dos correspon­
dentes valores teóricos.
1 1." troço. Sem perda de 
carga suplementar.
2 2.° troço. Sem perda de 
carga suplementar.
3 l.° troço. Com perda de 
carga suplementar.
4 2.° troço. Com perda de 
carga suplementar.
Fig. 6.10 — Propagação sobre água em repouso. Comparação entre as velocidades
medidas e as calculadas
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Na página 35 dos Anais (vol. XXII), referente ao trabalho «O 
aproveitamento agrícola dos subprodutos da siderurgia», a penúltima 
linha do texto deve ler-se:





























v + F2 (c) = EM 
v — F2 (c) = EM 
v + 2 c — EM 
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A[u + F, (c) ] = EM 
A[v — F2 (c) ] = EM 
A[v -f 2c] = EM 

























Onde está Deve ler-se
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v = ± V 2gy + const. 
v = ± V 2gy + Z~2gy0
da: x ___
----- = — = v — \ 2gy
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v — ±2 Z gy V const. 
v = ±2 Z gy + 2 Z~gy~0
da; x ----




(P, — Po) dí
5.3.2
5.3.2.1
Na pág. 136, linha 5, onde está y^ = F (x — wt) + f (x + wt)
deveria estar y,= F (x — wt) + / (x — w?,í) com
w = v o + Z gy0 
te. = v0 — Z~gy*
Na pág. 185, linhas 4 e 7, e na pág. 189, linha 14, o e que segue as 
equações deveria figurar na linha seguinte.
